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El tokamak es un dispositivo toroidal disen˜ado para confinar magne´ticamente un
plasma de alta temperatura con el objetivo de obtener energ´ıa de la fusio´n de nu´cleos
livianos, siendo considerado el mayor candidato a convertirse en el primer tipo de
reactor de fusio´n nuclear viable. Dentro del plasma, las l´ıneas de campo magne´tico
forman superficies magne´ticas cerradas, que pueden ser identificadas por su cantidad
de flujo magne´tico. En este sentido, la ecuacio´n de Grad-Shafranov permite calcular
la posicio´n de estas superficies junto con su cantidad de flujo magne´tico poloidal en
la condicio´n de equilibrio de fuerzas MHD. Esta u´ltima es una ecuacio´n el´ıptica de
segundo orden en general no lineal. El enfoque de esta tesis es desarrollar un me´todo
que permita el ca´lculo del te´rmino no lineal de la ecuacio´n de Grad-Shafranov partiendo
de la informacio´n de los perfiles del factor de seguridad q y de presio´n, con el objetivo
u´ltimo de poder acoplar la resolucio´n del equilibrio de fuerzas MHD con co´digos que
resuelven las ecuaciones de los procesos de transporte.
Esta tesis esta´ organizada de la siguiente manera: En el cap´ıtulo 1 introducimos
algunos conceptos de fusio´n nuclear y presentamos a los reactores tipo Tokamak jun-
to con el modelo MHD ideal. Luego, en el cap´ıtulo 2, desarrollamos y discutimos la
ecuacio´n de Grad-Shafranov y presentamos algunas figuras de me´rito de intere´s. En el
cap´ıtulo 3 introducimos el formalismo de elementos finitos implementado a la resolu-
cio´n de la ecuacio´n de Grad-Shafranov. Posteriormente, en el cap´ıtulo 4, introducimos
el formalismo de coordenadas de flujo y desarrollamos un me´todo que permite estimar
el te´rmino de la derecha de la ecuacio´n de Grad-Shafranov partiendo de la informacio´n
t´ıpica provista por los co´digos de transporte. Este mismo me´todo puede ser utilizado
para estimar equilibrios con perfiles de q y p prescritos. Finalmente, en el cap´ıtulo 5,
implementamos el me´todo para encontrar equilibrios representativos de escenarios de
operacio´n previstos para el reactor ITER, y reproducimos la evolucio´n de la condicio´n
de equilibrio en una simulacio´n de difusio´n magne´tica en el reactor D3D.
Palabras clave: FUSIO´N NUCLEAR, CONFINAMIENTO MAGNE´TICO, TOKA-




The tokamak is a toroidal magnetic confinement device designed to obtain nuclear
fusion energy from an hydrogen or helium plasma, and is considered to be the best
candidate for becoming the first viable nuclear fusion reactor. The magnetic field lines
inside the tokamak form closed surfaces, which can be labeled by the ammount of
magnetic flux within them. In this sense, the Grad-Shafranov equation allows as to
obtain the geometry of such surfaces in MHD equilibria, as well as their ammount of
poloidal flux. This is a generally non-linear second order hyperbolic equation. The
focus of this thesis is to develop a method capable of obtaining the non-linear term of
the Grad-Shafranov equation from the safety factor (q) and pressure profiles, with the
final goal of coupling the MHD force equilibrium with the magnetic difussion equation.
This thesis is organized as follows: In the first chapter we introduce some nuclear
fusion concepts and we present the Tokamak reactors as well as the MHD model. In
chapter 2, we obtain and discuss the Grad-Shafranov equation and present some merit
figures of interest. Then, in chapter 3, we introduce the formalism for implementing the
solution of the Grad-Shafranov equation using the finite element method. In chapter
4 we introduce the flux coordinate formalism and develop a method that allows us to
guess the RHS of the Grad-Shafranov equation with the information provided from
transport codes. This method can be also implemented to guess equilibria from given
q and p profiles. Finally, in chapter 5, we implement the method to find equilibriums
that are representative of ITER’s predicted operational scenarios, and we repreoduce
the evolution of a plasma in a magnetic difussion simulation in the D3D reactor.






“One Ring to rule them all, One Ring to find them, One Ring
to bring them all and in the darkness bind them.”
— Sauron.
Como su nombre lo indica, un reactor de fusio´n nuclear busca obtener
energ´ıa de la fusio´n entre nu´cleos de a´tomos. Para esto es necesario que la
reaccio´n sea exoe´rgica, lo cual solo ocurre para a´tomos de bajo Z. Adema´s,
estas reacciones requieren de colisiones de alta energ´ıa entre los reactivos.
Al tomar estas consideraciones, llegamos a la conclusio´n de que un reactor
de fusio´n debe ser capaz de confinar un plasma de iso´topos de H y/o He
a millones de K. Una de las formas mas atractivas de lograr este confi-
namiento es mediante campos magne´ticos. Introducimos el modelo MHD
ideal (magnetohidrodina´mico ideal) para modelar el comportamiento de los
plasmas de fusio´n.
1.1. Fusio´n nuclear
Dados dos reactivos con densidades n1 y n2, la tasa de reacciones de fusio´n por
unidad de volumen esta´ dada por
f = n1n2 〈σv〉 , (1.1)
donde 〈σv〉 σ es la reactividad, definida como el promedio entre la seccio´n eficaz σ de
la reaccio´n y la velocidad v de los reactivos. Como la reactividad depende fuertemente
de la temperatura, buscamos reactivos que tengan una reactividad alta a temperaturas
relativamente bajas. En este sentido, las tres reacciones de fusio´n de mayor intere´s son
1
2 Introduccio´n
2D + 3T → 4He (3.5 MeV) + n (14.1 MeV)
2D + 2D →
{
3He (0.8 MeV) + n (2.5 MeV)
3T (1.0 MeV) + p (3.0 MeV)
2D + 3He → 4He (3.7 MeV) + p (14.6 MeV).
(1.2)
La figura 1.1 muestra la reactividad en funcio´n de la temperatura en K y en KeV 1
de estas tres reacciones.
Figura 1.1: Reactividad en funcio´n de la temperatura para distintas reacciones de fusio´n.
Como podemos ver, los desaf´ıos que se plantean para el disen˜o de un reactor de
fusio´n son diversos, variando desde la obtencio´n o produccio´n del combustible hasta
el manejo de los productos de fusio´n. Entre ellos, el que mayor impacta en el disen˜o
de un potencial reactor es la alta energ´ıa por part´ıcula necesaria. Una consecuencia
directa es que, puesto que esta energ´ıa es ordenes de magnitud mayor a la energ´ıa de
ionizacio´n, el combustible se encuentra necesariamente en estado de plasma.
La forma mas eficiente de lograr fusio´n nuclear sostenida consiste en confinar el
combustible a temperaturas del orden de los (1 − 10) keV y densidades de part´ıculas
del orden de 1020cm−3. En estas condiciones, existe una cantidad relativamente alta
de part´ıculas dentro de la distribucio´n de velocidades con la energ´ıa necesaria para
participar en eventos de fusio´n. No´tese que la mayor parte de las part´ıculas tienen una
energ´ıa menor que aquella para la cual la reactividad es ma´xima, y solo la fraccio´n de
part´ıculas con mayor energ´ıa participa en las reacciones de fusio´n.
1Utilizamos el producto KBT para expresar la temperatura, con KB la constante de Boltzmann;
1 eV equivale aproximadamente a 11600 K.
1.1 Fusio´n nuclear 3
1.1.1. Potencia de fusio´n
Para determinar las caracter´ısticas que debe tener un reactor de fusio´n necesitamos
conocer que factores afectan la potencia que genera. Si suponemos un combustible con
densidad n = n1 + n2, con n1 y n2 las densidades de part´ıculas de los elementos 1 y 2
a fusionar, la potencia de fusio´n por unidad de volumen es
Pfus = n1n2 〈σv〉Efus, (1.3)
donde Efus la energ´ıa liberada en cada reaccio´n de fusio´n. La potencia ma´xima se






En el rango de temperaturas en el que se espera que operen los reactores de fusio´n, la
tasa de reaccio´n depende cuadra´ticamente con la temperatura del plasma. Esto permite
obtener la dependencia entre la potencia de fusio´n y la presio´n p del plasma:
Pfus ∼ n2T 2 ∼ p2. (1.5)
Esta presio´n debe ser compensada mediante el me´todo de confinamiento, lo cual
presenta una dificultad adicional por sus valores t´ıpicos de varias decenas de atmo´sferas.
Otro aspecto limitante en un reactor de fusio´n es lo que se conoce como tiempo de
confinamiento τE. Esta es una medida de la tasa a la que el plasma pierde calor hacia






2 es la potencia de pe´rdida de energ´ıa del reactor y W la energ´ıa del plasma
de fusio´n. Esta pe´rdida es compensada parcialmente por una fraccio´n de la potencia de
fusio´n total, la potencia de fusio´n de calentamiento P calfus , y por fuentes de calentamiento
externo con potencia total PH. En equilibrio las fuentes de calentamiento compensan
exactamente las fuentes de pe´rdidas, llega´ndose a la relacio´n
Pp = PH + P
cal
fus . (1.7)
En resumen, la potencia de fusio´n es proporcional al cuadrado del producto nT y
la potencia de pe´rdida es inversamente proporcional a τE. En consecuencia, en general
se busca maximizar el producto de estas tres cantidades, nTτE, denominado triple
2Mientras que Pfus esta´ expresado en unidades de potencia por unidad de volu´men, Pp se refiere a
la potencia de pe´rdida total del reactor.
4 Introduccio´n
producto de fusio´n.
Finalmente, otro factor a maximizar es el cociente entre la potencia de fusio´n pro-







Al d´ıa de la fecha el valor ma´ximo de Q al que se ha llegado es de 0,65. La condicio´n
Q =∞ (PH = 0) se conoce como ignicio´n y requiere nτET > 5× 1015 cm−3.s.keV.
1.2. Me´todos de confinamiento
Encontrar un me´todo de confinamiento que permita mantener al plasma en una
configuracio´n estable y con buenos valores de τE ha demostrado ser el aspecto ma´s dif´ıcil
a la hora de construir un reactor. Para aumentar el valor de τE es necesario reducir los
procesos de transporte dentro del plasma, ya que estos causan la disipacio´n de energ´ıa.
Adema´s, los plasmas presentan diversos tipos de inestabilidades que pueden ser dif´ıciles
de evitar desde el punto de vista ingenieril. Estas inestabilidades no necesariamente
son destructivas, pero pueden llevar a que el plasma adopte una configuracio´n con
para´metros de transporte no deseados.
Existen tres me´todos principales de confinamiento de plasma:
Confinamiento gravitatorio: Presente en el nu´cleo de las estrellas; es estable
pero ineficiente e imposible de aplicar en escala terrestre.
Confinamiento inercial: Se irradia un plasma con lasers desde distintas direc-
ciones, calenta´ndolo y confina´ndolo por presio´n de radiacio´n. Su mayor problema
son las inestabilidades de Rayleigh-Taylor.
Confinamiento magne´tico: Se mantiene al plasma confinado en una regio´n
del espacio mediante campos magne´ticos, aprovechando su condicio´n de fluido
conductor. Ya que las part´ıculas del plasma describen o´rbitas alrededor de las
l´ıneas de campo, se limitan los feno´menos de transporte perpendiculares a dichas
l´ıneas. Suelen presentar inestabilidades a corrientes ele´ctricas o presiones elevadas.
Estamos interesados en los me´todos de confinamiento magne´tico. En ellos, las l´ıneas
de campo forman un conjunto de superficies magne´ticas anidadas alrededor de un eje.
La u´ltima superficie magne´tica que se cierra sobre si misma sin tocar las paredes in-
ternas del recipiente se denomina separatriz. Este tipo de confinamiento puede lograrse
utilizando configuraciones cil´ındricas o toroidales. Si bien las primeras son ma´s fa´ciles
de construir, presentan problemas de pe´rdidas de part´ıculas en los extremos que las
hacen poco atractivas.
1.2 Me´todos de confinamiento 5
Este trabajo se centra en el estudio nume´rico mediante elementos finitos de equi-
librios magnetohidrodina´micos (MHD) en dispositivos de confinamiento magne´tico de
tipo Tokamak, los cuales tienen forma toroidal.
Uno de los reactores que nos interesa es el del proyecto ITER, actualmente en
construccio´n. ITER es una colaboracio´n internacional que busca demostrar la factibi-
lidad del uso de la fusio´n nuclear como fuente de energ´ıa, y podr´ıa conducir a que los
Tokamaks se conviertan en los primeros reactores de fusio´n comerciales de la historia.
En las secciones siguientes se describe la configuracio´n Tokamak con mayor detalle,
as´ı como los para´metros del proyecto ITER, mientras que en el cap´ıtulo siguiente se
presentan el modelo MHD y las ecuaciones a resolver para calcular equilibrios.
1.2.1. Tokamaks
Los Tokamaks son dispositivos de confinamiento magne´tico toroidales de relacio´n
de aspecto A = R0/a ∼ 3 − 4, con R0 el radio mayor del toroide y a el radio menor.
Distinguimos dos direcciones principales, una toroidal y otra poloidal, representadas en
la figura 1.2. En un Tokamak, el campo magne´tico apunta principalmente en la direccio´n




Bobinas de campo 
vertical (C)








Figura 1.2: Esquema de un tokamak de seccio´n circular.
La mayor contribucio´n al campo magne´tico toroidal proviene de un sistema de
bobinas que rodean al plasma, marcadas con la letra A en la figura. Un solenoide
central, marcado con la letra B, se utiliza para inducir una corriente ele´ctrica toroidal
en el plasma mediante una variacio´n de flujo magne´tico. En este sentido, el plasma
actu´a como el secundario de un transformador. La corriente ele´ctrica toroidal generada
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calienta el plasma por disipacio´n o´hmica y genera el campo magne´tico poloidal. Por
u´ltimo, se utiliza un sistema de bobinas paralelas al Tokamak, marcadas con la letra C,
para controlar la posicio´n del plasma, limitar su expansio´n, y guiar part´ıculas que se
escapan de la configuracio´n hacia una regio´n donde se las extrae, denominada divertor.
Dicho divertor suele estar ubicado en la parte inferior del reactor.
Las l´ıneas de campo magne´tico describen as´ı trayectorias helicoidales alrededor del
toroide, formando superficies magne´ticas anidadas alrededor de un eje magne´tico. Cabe
aclarar que el eje magne´tico no necesariamente es el eje geome´trico de la configuracio´n,
y en general se encuentra desplazado hacia el exterior del toroide. Definimos entonces
al campo magne´tico poloidal como la componente no toroidal del campo.
Si bien las secciones transversales de la separatriz de los primeros tokamaks eran
circulares, esta forma ha variado a lo largo del tiempo. En la actualidad, la separatriz
de la mayor parte de los to´kamaks tiene forma de D.
1.2.2. Otras configuraciones toroidales
En los tokamaks, el campo magne´tico poloidal es generado por corrientes internas
dentro del plasma. Existen otras configuraciones toroidales en las cuales esto tambie´n
sucede, de las cuales destacamos dos: Spheromak y Reversed Field Pinch.
RFP (por Reversed Field Pinch). Tambie´n es axisime´trico y toroidal, con
relacio´n de aspecto generalmente mayor que la del tokamak. La intensidad de
los campos poloidal y toroidal es aproximadamente igual, lo que hace que la
configuracio´n sea ma´s susceptible a inestabilidades. El RFP tambie´n actu´a como
secundario de un transformador (para la generacio´n de la corriente toroidal), y
posee bobinas para el campo toroidal, de menor taman˜o que las del tokamak.
El campo toroidal se invierte (cambia de signo) cerca de la separatriz (de ah´ı
su nombre) como resultado de un proceso esponta´neo de relajacio´n magne´tica
y auto-organizacio´n producido por la evolucio´n de ciertas inestabilidades MHD.
Precisamente la existencia de esas inestabilidades hace que el confinamiento no
sea tan bueno como el de los Tokamaks. En los u´ltimos an˜os se demostro´ que si la
corriente poloidal se produce externamente, el plasma desarrolla un menor nivel
de fluctuaciones y el confinamiento mejora notablemente, hacie´ndose semejante
al de los Tokamaks de igual taman˜o [Sarff 97].
Spheromak. Pertenece a la familia de los toroides compactos. Estas son configu-
raciones magne´ticas toroidales formadas en el interior de una ca´mara simplemen-
te conexa. La ausencia de elementos (bobinas, componentes estructurales, etc.)
concatenando el plasma presenta una serie de ventajas, entre las que se destaca
la sencillez constuctiva, lo que podr´ıa resultar en reactores ma´s econo´micos y
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Figura 1.3: Configuraciones RFP y Spheromak. A la derecha se muestran los campos toroidales
y poloidales desde el eje magne´tico hasta la separatriz.
compactos. En los spheromaks ambas componentes de campo se producen por
corrientes que circulan dentro del plasma y tienen la misma magnitud. Debido
a la falta de “agujero” central no es posible utilizar campos ele´ctricos inductivos
para formar y sostener la configuracio´n. Esta configuracio´n se forma como resul-
tado de un proceso de relajacio´n y auto-organizacio´n semejante al que ocurre en
los RFP’s.
1.2.3. Proyecto ITER
ITER (International Thermonuclear Experimental Reactor) es un proyecto interna-
cional de gran complejidad ideado en 1986. Busca probar todos los elementos necesarios
para la construccio´n y funcionamiento de un reactor de fusio´n nuclear comercial, con el
objetivo de demostrar la factibilidad cient´ıfica y tecnolo´gica de la fusio´n nuclear como
fuente de energ´ıa.
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Figura 1.4: Esquema del reactor de ITER, actualmente en construccio´n.
Para´metro Valor
Potencia de fusio´n 500 MW (700 MW)
Ganancia (Q) 5− 20
Radio mayor del plasma (R0) 6.2 m
Radio menor del plasma (a) 2.0 m
Elongacio´n vertical (κ) 1.70/1.85
Triangularidad (δ) 0.33/0.48
Corriente del plasma (Ip ∼ Itor) 15 MA (17 MA)
factor de seguridadq95 3 (a Ip = 15 MA)
Campo toroidal en r = R0 5.3 T
Potencia de calentamiento auxiliar 73 MW (110 MW)
Volumen del plasma 830 m3
A´rea de la superficie del plasma 680 m2
A´rea de la seccio´n trasversal 22 m2
Tabla 1.1: Para´metros del reactor del proyecto ITER. Los valores entre pare´ntesis son alcan-
zables limitando la duracio´n del pulso [1].
El reactor, au´n en construccio´n, funcionara´ a una presio´n de 0,7 MPa utilizando
una combinacio´n D−T como combusible. Se espera que sea capaz de producir 500MW
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de potencia de fusio´n con una ganancia en el rango de Q ∼ 5 − 20. Este rango de Q
corresponde a una fraccio´n de calentamiento debido a part´ıculas alfa fα de entre un
50 y 80 %, adecuado para el estudio de la f´ısica de plasmas auto-sostenidos de alto
fα, que sera´ necesario para los futuros reactores Tokamak de generacio´n de potencia.
Incorpora imanes superconductores, un divertor refrigerado con agua, una pared de
tungsteno en contacto con el plasma y un blindaje que es te´rmica y magne´ticamente
capaz de soportar largos pulsos de operacio´n (de hasta 7 min o ma´s). En la tabla 1.1
se muestran los para´metros que se espera que tenga el reactor [1], mientras que en la
figura 1.4 se muestra un corte transversal de este.
1.3. Escenarios de operacio´n
La meta principal del a´rea de investigacio´n en fusio´n nuclear es desarrollar un reac-
tor de operacio´n estacionaria. Los para´metros necesarios para esto son los siguientes:
baja corriente para minimizar la necesidad de inducirla con fuentes externas, alto con-
finamiento para maximizar los productos de fusio´n, y alta presio´n para maximizar la
fraccio´n de corriente de boostrap (una fuente de corriente no inductiva). El objetivo
final es desarrollar un reactor que no necesite de fuentes inductivas externas durante
su operacio´n.
En este sentido, uno de los para´metros ma´s importantes en el desarrollo de escena-
rios avanzados es el perfil de corriente. Este perfil esta´ relacionado localmente con el
gradiente del factor de seguridad q, que representa el nu´mero de vueltas toroidales que
da una l´ınea de campo por cada vuelta poloidal (volveremos sobre este factor en la sec-
cio´n 2.2). Como la forma del perfil de corriente (y por tanto del perfil de q) determina
la mayor´ıa de las propiedades de estabilidad del plasma, en los u´ltimos an˜os ha habido
un gran esfuerzo por controlar estos perfiles, en particular para evitar inestabildades
del modelo MHD (el cual describiremos en la seccio´n siguiente). Un ejemplo de esto es
la inestabilidad diente de sierra, que se manifiesta como una reorganizacio´n perio´dica
del plasma donde q < 1.
Existen distintos escenarios previstos para la operacio´n del reactor ITER, los cuales
se pueden clasificar principalmente en Esta´ndar, Hı´brido y Avanzado (ver figs. 1.5a y
1.5b)[1].
Escenarios Esta´ndar: El escenario inductivo esta´ndar de confinamiento de mo-
do H (alto confinamiento) es el escenario ma´s prometedor para alcanzar Q = 10
en ITER. Esta´ caracterizado por un perfil de corriente principalmente inductivo
con un ma´ximo en la regio´n del eje magne´tico, as´ı como un perfil de q mono´to-
namente creciente con una superficie de q = 1. Las desventajas de este escenario


















(b) Perfiles de corriente esquema´ticos.
Figura 1.5: Escenarios de operacio´n
es propenso a inestabilidades MHD, principalmente diente de sierra, las cuales
pueden causar disrupciones en el plasma y dan˜ar el reactor significativamente.
Escenarios h´ıbridos avanzados:
En estos escenarios el gradiente del factor de seguridad es bajo en la regio´n central
del plasma, lo que se conoce como bajo shear, y el valor de q en el eje magne´tico
es cercano y mayor que 1. Estos escenarios son grandes candidatos para alcanzar
una operacio´n cuasi estacionaria, con descargas de duracio´n larga (> 1000 s) y
Q > 5. La ausencia de una superficie de q = 1 evita por completo la inestabilidad
de diente de sierra, pero au´n as´ı este escenario sigue siendo propenso a otras
inestabilidades MHD. La corriente de plasma en aqu´ı es ma´s baja en la regio´n
central que en los escenarios esta´ndar pero ma´s alta que en los de operacio´n
estacionaria.
Escenarios avanzados: La corriente de estos escenarios es generada en ma´s de
un 50 % de manera no inductiva. El perfil de q se invierte en el centro, en lo que
se conoce como shear invertido, dando lugar a una barrera de transporte interna
(ITB, una regio´n en la que los feno´menos de transporte se ven reducidos). La
reduccio´n de los feno´menos de transporte aumenta el gradiente de presio´n, la
cual puede generar una corriente de bootstrap que, junto con otros mecanismos
no inductivos, pueden sostener hasta un 100 % de la corriente total. En configura-
ciones con shear altamente invertido se han alcanzado descargas estacionarias de
larga duracio´n con baja corriente en el eje magne´tico. Sin embargo, estas descar-
gas presentan problemas tales como baja produccio´n de fusio´n nuclear debido a
la baja corriente, acumulacio´n de impurezas, y bajo confinamiento de part´ıculas
alfa que aumentan la difusio´n y la deposicio´n de energ´ıa fuera de la ITB.
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1.4. Modelo MHD
En el modelo MHD se describe el comportamiento macrosco´pico del plasma como
el de un fluido conductor. Se obtiene como una reduccio´n del modelo de dos fluidos que
considera el comportamiento de los electrones y los iones por separado [4]. Las escalas
de longitud y tiempo del modelo MHD son del orden del radio a del plasma y del tiempo
de traslacio´n te´rmico de los iones a trave´s del plasma (τ ≈ a/vTi) respectivamente.
Las aproximaciones ma´s importantes del modelo son:
Masa despreciable de los electrones (me = 0). Esto se debe a que por su baja
masa sus tiempos de respuesta son mucho ma´s cortos que τ y su contribucio´n es
despreciable en la ecuacio´n de momento.
∇ · E despreciable en la ecuacio´n de poisson, lo cual conduce a la condicio´n
de cuasineutralidad: ne ≈ Zni, con ni y ne las densidades io´nicas y electro´ni-
cas respectivamente. Se deriva de que a  λDe, con λDe la distancia t´ıpica de
apantallamiento de variaciones locales de carga.
Corriente de desplazamiento despreciable (
∂E
∂t
≈ 0). Se deriva de considerar que
la velocidad te´rmica de los iones no es relativista (vTi  c).
Si adema´s se asume que el plasma es un conductor perfecto, se obtiene el conjunto
de ecuaciones (1.9):
Conservacio´n de la masa:
dρ
dt
+ ρ∇ · v = 0












Ley de Ohm: E + v ×B = 0
Ecuaciones de Maxwell: ∇× E = −∂B
∂t
∇×B = µ0J
∇ ·B = 0
(1.9)
En este sistema, ρ es la densidad de masa del plasma, v la velocidad del fluido, p
la presio´n y J la densidad de corriente ele´ctrica.
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Existe una variedad de inestabilidades en el modelo MHD ideal que pueden afectar
el confinamiento de un plasma. Estas inestabilidades no desaparecen si se expande el
modelo para considerar efectos microsco´picos. Adema´s, si bien el agregado de resisti-
vidad del modelo aumentar´ıa la disipacio´n de energ´ıa, esta disipacio´n solo ralentizar´ıa
la evolucio´n de dichas inestabilidades sin eliminarlas. Por estas razones, existe un con-
senso general de que para que una configuracio´n de plasma sea estable, debe serlo en
el modelo MHD ideal. Es en este contexto que el modelo MHD ideal sirve como punto
de partida para el estudio de todo dispositivo de confinamiento de plasmas.
1.5. Equilibrio de fuerzas




= 0 y el plasma esta´ en equilibrio. En esta situacio´n, el
balance de fuerzas queda determinado por la ecuacio´n de momento, la cual se reduce a
∇p = J×B. (1.10)
Esta ecuacio´n puede ser reescrita tomando en cuenta la simetr´ıa toroidal del To-
kamak como una ecuacio´n diferencial el´ıptica de segundo orden, tema que trataremos
en la seccio´n siguiente. Nuestra motivacio´n yace en que en muchas aplicaciones es ne-
cesario disponer de un ca´lculo del equilibrio, particularmente para resolver de forma
adecuada la ecuacio´n de transporte.
Cap´ıtulo 2
Equilibrio MHD axisime´trico
“Donuts. Is there anything they can’t do?”
— Matt Groening. The Simpsons
En el cap´ıtulo anterior introdujimos el modelo MHD y la condicio´n de equili-
brio esta´tico de fuerzas, ec. (1.10). El tratamiento de esta ecuacio´n vectorial
se simplifica aprovechando la simetr´ıa toroidal del problema. En particu-
lar, es posible describir el equilibrio del plasma en te´rminos de una u´nica
funcio´n espacial (la funcio´n de flujo poloidal) y dos funciones escalares que
determinan la presio´n y la componente toroidal del campo magne´tico. La
condicio´n de equilibrio (1.10) expresada en te´rminos de estas tres funciones
se conoce como ecuacio´n de Grad-Shafranov. En este cap´ıtulo presentamos
esta formulacio´n del problema del equilibrio MHD para configuraciones axi-
sime´tricas en te´rminos de la ecuacio´n de Grad-Shafranov.
2.1. Ecuacio´n de Grad-Shafranov
Dado que la configuracio´n magne´tica en un tokamak tiene, en principio, simetr´ıa de
revolucio´n, trabajaremos en un sistema de coordenadas cil´ındrico (R, φ, Z). Buscamos




El campo magne´tico B puede ser escrito como el rotor del potencial vector,
B = ∇×A, (2.2)
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donde φˆ es el versor en direccio´n de φ. Definimos dos nuevas variables, la funcio´n de
flujo poloidal Ψ y la funcio´n de campo toroidal F
Ψ(R,Z) = −RAφ, (2.4)








Ambas son funciones escalares dependientes de R y Z. Utilizando que el gradiente de




la ecuacio´n (2.3) puede ser expresada de la forma
B = ∇Ψ×∇φ(R,Z) + F (R,Z)∇φ. (2.7)
De esta forma, aprovechamos la simetr´ıa para representar el campo magne´tico en
te´rminos de dos funciones escalares. Notar que el primer te´rmino corresponde a la
componente poloidal del campo magne´tico y que Ψ actu´a como su funcio´n corriente.
Efectivamente, los contornos de Ψ coinciden con las l´ıneas de campo poloidal, como se
discute en la pro´xima seccio´n.
La densidad de corriente ele´ctrica puede obtenerse calculando el rotor de B en la
ecuacio´n (2.7), de donde obtenemos
µ0J = ∆
∗Ψ∇φ+∇F ×∇φ. (2.8)
Aqu´ı hemos introducido el operador de Grad-Shafranov, un operador el´ıptico de se-
gundo orden definido como



















Reemplazando B por (2.7) y J por (2.8) en la condicio´n de equilibrio (1.10) obtenemos
un sistema de tres ecuaciones con tres inco´gnitas: P , F y Ψ. Para desacoplar estas
ecuaciones tomamos el producto punto de la ecuacio´n (1.10) con los vectores ∇φ, B y
∇Ψ. En este orden, obtenemos las ecuaciones
∇F ×∇Ψ = 0→ F = F (Ψ) (2.10)
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∇P ×∇Ψ = 0→ P = P (Ψ) (2.11)





De modo que, en equilibrio, tanto la presio´n del plasma como la funcio´n de campo
toroidal dependen de una u´nica variable, Ψ. A su vez, las tres funciones escalares
Ψ(R,Z), P (Ψ) y F (Ψ) esta´n relacionadas por la ecuacio´n de Grad-Shafranov, ec. (2.12).
Notar que la dependencia de P y F respecto de Ψ no esta´ especificada por el equilibrio;
por el contrario, el equilibrio MHD del plasma queda determinado en te´rminos de la
ecuacio´n de Grad-Shafranov una vez especificadas estas dos funciones arbitrarias. La
forma de estos perfiles esta´ determinada por los mecanismos de transporte de masa,
momento y energ´ıa y la difusio´n resistiva del campo magne´tico, y requieren un nivel
de descripcio´n del plasma ma´s completo que el incluido en el modelo MHD [5].
Una vez prescripta la dependencia funcional de P y F con Ψ, se deben imponer las
condiciones de contorno sobre Ψ para incluir el efecto de las corrientes que circulan por
las bobinas externas. Impuestas estas las condiciones, la ecuacio´n de Grad-Shafranov
se convierte en un problema diferencial, en general no lineal. A continuacio´n se discute
la interpretacio´n f´ısica de Ψ y las superficies de flujo, y ma´s adelante se describe la
formulacio´n del problema del equilibrio, incluyendo las condiciones de contorno.
2.1.1. Interpretacio´n de Ψ y superficies de flujo
En el interior del plasma, los contornos de Ψ = constante son cerrados y forman
superficies anidadas alrededor de un eje magne´tico, como se muestra en la Fig. 2.1. La
Figura 2.1: Los contornos Ψ = constante determinan las superficies magne´ticas sobre las que
yacen las l´ıneas de campo magne´tico y densidad de corriente.
funcio´n de flujo poloidal esta´ directamente relacionada con el flujo magne´tico poloidal
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(fig 2.2) definido como







Figura 2.2: Esquema del flujo magne´tico poloidal.






⇒ ΨP (R,Z) = 2pi (Ψ(R,Z)−Ψ(0, Z)) , (2.14)
por lo que la funcio´n de flujo Ψ corresponde al flujo magne´tico poloidal por radian
contenido en cada superficie magne´tica.
De la ec. (2.11) queda claro que la presio´n del plasma es constante en cada su-
perficie de flujo, es decir, so´lo var´ıa de una superficie a otra. Por este motivo se dice
que la presio´n es una variable o cantidad de flujo. Sucede que muchas de las variables
de intere´s para los dispositivos de confinamiento magne´tico son variables de este ti-
po y constituyen una herramienta fundamental para el ana´lisis, como se detalla ma´s
adelante.
Partiendo de las ecuaciones (2.7), (2.8) y (2.10) puede verse que
∇Ψ ·B = 0 (2.15)
y
∇Ψ · J = 0, (2.16)
por lo que las l´ıneas de campo de B y J yacen sobre las superficies de Ψ = constante.
Como no hay l´ıneas que la atraviesen, el contenido de flujo magne´tico, tanto poloidal
como toroidal, es constante en cada superficie. Lo mismo ocurre con la corriente ele´ctri-
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ca. Notar que a pesar de recorrer las mismas superficies, las l´ıneas de campo no son
paralelas a las de densidad de corriente, siempre que exista un gradiente de presio´n,
como lo indica la ec. (1.10).
En virtud de lo expuesto, vemos que en una configuracio´n toroidal la condicio´n de
equilibrio MHD ordena al plasma en una estructura de capas conce´ntricas, que son la
superficies de flujo mostradas en la Fig. 2.1. Esto se puede lograr en un experimento
siempre que el equilibrio sea estable ante perturbaciones. Por eso, la estabilidad MHD
de una configuracio´n es un requerimiento fundamental.
2.1.2. Flujo toroidal y coordenadas de flujo
El valor de Ψ puede usarse para identificar cada una de las superficies magne´ticas,
desde un valor de referencia en el eje magne´tico, digamos Ψa, hasta su valor en la
separatriz, Ψb. Como Ψ es proporcional al contenido de flujo poloidal de cada superficie,
se dice que Ψ actu´a como coordenada de flujo.





donde ΩΨ es la superficie encerrada por el contorno de flujo Ψ en una posicio´n toroidal
fija (φ = cte). El hecho que de cada superficie contenga una cantidad fija de flujo
poloidal y toroidal se manifiesta en que Φ es so´lo funcio´n de Ψ (y viceversa). Este mapeo
queda completamente definido por el equilibrio, a trave´s de las funciones Ψ(R,Z) y
F (Ψ). Entonces, resulta evidente que tambie´n puede utilizarse el contenido de flujo






Figura 2.3: Coordenadas de flujo.
En general, es posible utilizar cualquier cantidad de superficie (o funcio´n de flujo)
como coordenada de flujo. Formalmente, una variable χ es funcio´n de flujo si satisface
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que
∇χ ·B = 0. (2.18)
En ese caso, χ sirve como coordenada de flujo “radial”. Para construir un sistema de
coordenadas de flujo es necesario incorporar adema´s una coordenada “poloidal” θ, de
modo que sea posible establecer una relacio´n biun´ıvoca
(R,Z)←→ (χ, θ) (2.19)
como se esquematiza en la Fig. 2.3. Para configuraciones axisime´tricas la eleccio´n na-
tural para la tercer coordenada de flujo es el a´ngulo toroidal φ, que es el mismo que en
coordenadas cil´ındricas.
Una eleccio´n frecuente como coordenada de flujo radial es el radio medio normali-





donde Φ0 es el flujo toroidal total del plasma, es decir, el contenido por la separatriz.
Notar que ρ = 0 corresponde al eje magne´tico y ρ = 1, a la separatriz. Para obtener
una coordenada con dimensiones de longitud, se puede multiplicar a ρ por el radio
medio de la separatriz, en metros, que se define a partir de la siguiente ecuacio´n,
piB0ρ
2
b = Φ0, (2.21)
donde B0 es al campo toroidal de vac´ıo producido por las bobinas (A) que concatenan
al plasma (ver Fig. 1.2).
Con respecto a la coordenada de flujo angular, la opcio´n ma´s inmediata es el a´ngulo
poloidal medido alrededor del eje ma´gne´tico. Sin embargo, muchas veces resulta ma´s
conveniente utilizar alguna definicio´n basada en la longitud de arco `, como se sugiere
en la Fig. 2.3.
2.2. Para´metros del plasma y figuras de me´rito
2.2.1. Campo magne´tico externo






donde I0 es la corriente total que circula por las bobinas. E´ste es el valor exacto de la
componente toroidal del campo magne´tico fuera del plasma, y adema´s es aproximada-
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mente igual al campo toroidal en el interior. Caracterizamos este campo por su valor






donde R0 es el radio mayor de la configuracio´n toroidal. No´tese que R0 no se refiere a
la posicio´n del eje magne´tico, sino al eje geome´trico de la separatriz. De igual manera,
podemos expresar la funcio´n F (R,Z) en el exterior del plasma como R0B0.
2.2.2. Para´metros geome´tricos
Las variables caracter´ısticas que definen la geometr´ıa de la separatriz son los radios
mayores y menores R0 y a, la elongacio´n vertical κ y la trianguladirad δ, esquematizados
en la figura 2.4.
2 aκ
Figura 2.4: Seccio´n transversal de un Tokamak con perfil en forma de D. La separatriz del
plasma es la u´ltima superficie cerrada, y el divertor se ubica en donde esta forma una X.
El radio menor a es la mitad del ancho de la separatriz y el radio mayor R0 la
posicio´n de su punto medio horizontal. Por su parte, la elongacio´n vertical κ define el
cociente entre el ancho y el alto de la separatriz, de forma tal que la altura total esta´
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dada por 2κa. Por u´ltimo, la triangularidad se define como la relacio´n δ = d/a, con d la
distancia horizontal entre el eje geome´trico y el punto de mayor altura en la separatriz.
En los casos donde busquemos resolver el equilibrio en un dominio de tipo ITER,
parametrizaremos la separatriz mediante
R = R0 + a cos(θ + δ sin(θ))
Z = aκ sin(θ),
(2.24)
con θ ∈ [0, 2pi]. En las figuras 2.5a y 2.5b se muestran distintos equilibrios con separa-
trices definidas por 2.24 y distintos valores de δ y κ.
δ = 0.00 δ = 0.25 δ = 0.50 δ = 0.75 δ = 1.00
(a) Triangularidad.
κ = 1.30 κ = 1.55 κ = 1.80 κ = 2.05 κ = 2.30
(b) Elongacio´n.
Figura 2.5: Triangularidad para κ = 1,8 y elongacio´n para δ = 0,4.
2.2.3. Figuras de me´rito
Dos variables que caracterizan fuertemente a una configuracio´n de tokamak son la
presio´n y la helicidad de las l´ıneas de campo. Es en este contexto que definimos dos
figuras de me´rito, el factor Beta (β) y el factor de seguridad (q).
Beta
El factor β es una medida de la relacio´n entre la presio´n del plasma y la presio´n
magne´tica ejercida por las l´ıneas de campo, y esta´ definido de manera general por el






Puesto que la generacio´n del campo magne´tico implica uno de los mayores costos
en un tokamak, es una variable que se busca maximizar. Desafortunadamente, debido
a inestabilidades a valores altos de presio´n, los valores ma´ximos de β alcanzables en
Tokamaks son de aproximadamente 0,1.
Existen varias definiciones de β dependiendo de que aspectos de la configuracio´n se









El factor de seguridad q es un para´metro fuertemente relacionado con la estabilidad
de una configuracio´n toroidal de plasma. Es una cantidad de superficie que puede inter-
pretarse como la cantidad de vueltas toroidales que da una l´ınea de campo magne´tico
por cada vuelta en sentido poloidal.
Dos valores de q muy utilizados como referencia son q0 y q95. El primero es el valor de
q en el eje magne´tico, mientras que el segundo es un valor de q cercano a la separatriz,
concretamente en la superficie cuyo flujo magne´tico es un 5 % del flujo magne´tico en el
eje. El valor de q95 esta´ fuertemente relacionado con la corriente total que circula por
el plasma y a la geometr´ıa de la separatriz, ya que en en esa regio´n el campo magne´tico
toroidal es principalmente el campo de vac´ıo y la trayectoria poloidal de las l´ıneas de
campo esta´ dada justamente por la corriente y la geometr´ıa de la u´ltima superficie
magne´tica cerrada. As´ı, un mayor valor de q95 implica un menor valor de corriente
total.
Una forma de expresar q es como la derivada del flujo magne´tico toroidal respecto











Para visualizar esto consideremos la figura 2.6.
En ella marcamos dos diferenciales de superficie, uno a φ constante (dSpol) y otro
a θ constante (dStor). Si seguimos ahora la trayectoria de una u´nica l´ınea de campo
alrededor de N vueltas poloidales, esta atravesara´ N veces la superficie dStor y qN




Figura 2.6: Diferenciales de flujo utilizados para el ca´lculo de q. Una l´ınea de campo atraviesa
q veces dSpol por cada vez que atraviesa dStor.
veces su contribucio´n sobre el flujo poloidal δΨ. Desde aqu´ı se sigue 2.27.
Experimentalmente se ha observado que las superficies con q racional pueden pre-
sentar problemas de estabilidad. Esto es particularmente cierto para las superficies con
q = 1. Estas inestabilidades no son necesariamente destructivas de la configuracio´n,
pero pueden limitar la potencia de fusio´n ma´xima alcanzable. En Tokamaks, como el
campo magne´tico toroidal es mayor que el poloidal, los valores de q suelen ser mayores
que 1.
Otra forma en la que el valor de q afecta a la estabilidad esta´ relacionado a su varia-
cio´n entre superficies de flujo. Mientras mayor sea |dq
dr
|, menor sera´ el intercambio de
part´ıculas entre superficies de flujo, mejorando la estabilidad del plasma. Au´n as´ı, exis-
ten configuraciones avanzadas donde el perfil de q tiene regiones con baja dependencia
radial, que como ventaja permiten alcanzar mayores valores de β.
Es por estas razones que controlar el perfil de q es un a´rea de gran intere´s. Esto puede
lograrse mediante un control del perfil de corriente dentro del plasma, t´ıpicamente
mediante la inyeccio´n de haces de iones.
2.2.4. Corriente total
Un u´ltimo valor que caracteriza a una configuracio´n toroidal de plasma es la co-
rriente toroidal ITOR que circula en su interior, la cual en general es del orden de los
MA. Como en los tokamaks la densidad de corriente esta´ principalmente alineada al
campo, se sigue que ITOR ∼= Ip, con ITOR la corriente ele´ctrica toroidal.
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2.3. Adimensionalizacio´n y escalas de referencia
Para adimensionalizar el problema del equilibrio alcanza con definir una escala de
longitud y una de campo magne´tico. La eleccio´n ma´s comu´n, y que seguimos en este
trabajo, se compone por el radio menor a y el campo toroidal de vac´ıo B0. A partir de


















A partir de este punto solo consideramos para´metros adimensionales a menos que
correspondan a valores reales de operacio´n de un tokamak, en cuyo caso se agregara´ el
nombre del dispositivo como super´ındice y se expresara´ en las unidades correspondien-
tes. Por simplicidad se omitira´n las tildes en las cantidades. As´ı por ejemplo, para el
caso del perfil tipo ITER, se expresa
RITER0 = 6,2 m → R0 = 3,1
aITER = 2 m → a = 1
BITER0 = 6,2 T → B0 = 1
I ITERp = 15 MA → Ip = 1,778.
2.4. Formulacio´n del problema del equilibrio
La forma espacial del plasma y la configuracio´n magne´tica en equilibrio se obtienen
resolviendo la ecuacio´n de Grad-Shafranov (2.12). Para ello es necesario especificar por
un lado las funciones arbitrarias P (Ψ) y F (Ψ), y por otro las condiciones de contorno
que satisface la inco´gnita Ψ. En esta seccio´n se describe la forma en que se incorpora
esta informacio´n para formular un problema matema´tico bien planteado.
2.4.1. Condiciones de Contorno
El plasma esta´ contenido en el interior de la separatriz. La forma y posicio´n de
la separatriz, queda determinada por la interaccio´n de la corriente del plasma con
las corrientes que circulan por las bobinas del solenoide central (B) y las bobinas de
campo vertical (C) (ver Figs. 1.2 y 2.7). Dependiendo de la forma en que se trate esta
interaccio´n se pueden formular dos tipos de problemas:
Problema de frontera libre: Se especifican las corrientes que circulan por las
bobinas externas, los perfiles F (Ψ) y P (Ψ) del plasma, y se aplica (formalmente)
la condicio´n Ψ −→ 0 en infinito. Para resolver el problema se extiende la ecuacio´n













Figura 2.7: Seccio´n poloidal de un tokamak. El plasma esta´ limitado por la separatriz, en el
interior de una ca´mara de vac´ıo. La forma de la separatriz resulta del balance de fuerzas entre
la distribucio´n de la corriente toroidal en el plasma y las corrientes que circulan por las bobinas
externas indicadas.
materiales ferromagne´ticos [6, 7]. En este planteo del problema, la posicio´n de
la separatriz es, junto con Ψ(R,Z), una inco´gnita a resolver. Debido a la mayor
complejidad de este problema, lo comu´n es elegir perfiles de F y P simplifica-
dos, de modo de obtener una ecuacio´n de Grad-Shafranov lineal, o bien, con
no-linealidades fa´ciles de tratar. Lo importante aqu´ı es obtener una buena apro-
ximacio´n de la distribucio´n espacial de la densidad de corriente en el plasma. Si
bien se pierde el detalle de la estructura magne´tica del plasma, con este enfoque
es posible obtener la posicio´n y forma del plasma con buena precisio´n, y por eso
es el que se utiliza habitualmente en el a´rea de control magne´tico de posicio´n y
forma de la separatriz [8].
Problema de frontera fija: Otro enfoque se basa en suponer que la separatriz
es un dato, es decir una curva cerrada conocida a priori en el plano poloidal. En
este caso el problema diferencial se convierte en un problema de Dirichlet. Esta es
la opcio´n usual cuando se busca analizar en forma detallada la estructura interna
del plasma en equilibrio, y por tanto la ma´s empleada para ana´lisis de estabilidad
MHD, efecto de las inestabilidades internas y para estudios de control de perfiles
internos del plasma.
En esta tesis nos restringimos a problemas de frontera fija porque estamos intere-
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sados en resolver con gran detalle la estructura magne´tica interna del plasma. Nuestro
objetivo es desarrollar me´todos de mapeo de flujo para hallar el equilibrio MHD a par-
tir de distintos tipo de perfiles internos del plasma, que no sean P (Ψ) y F (Ψ). Estos
perfiles provienen t´ıpicamente de simulaciones de transporte o informacio´n experimen-
tal.
2.4.2. Problema no lineal de frontera fija
La ecuacio´n de Grad-Shafranov tiene un aspecto muy particular: en las dos fun-
ciones arbitrarias P y F aparecen derivadas respecto de la inco´gnita. En principio,
especificando P y F como funcio´n de Ψ se obtiene un problema tipo Poisson, en gene-
ral no lineal, que puede ser resuelto mediante te´cnicas nume´ricas esta´ndar. Sin embargo,
usar Ψ que es la inco´gnita como coordenada es impra´ctico, pues es muy dif´ıcil predecir
las formas funcionales P (Ψ) y F (Ψ) cuando la variable independiente se distorsiona
al resolver la ecuacio´n. De hecho esto se manifiesta frecuentemente en inestabilidades
nume´ricas que impiden la convergencia [9].
Para evitar esta dificultad, se suele especificar la dependencia funcional de P y F
en te´rminos de una normalizacio´n de Ψ, por ejemplo,
Ψˆ =
Ψ−Ψb
Ψa −Ψb , (2.29)
donde Ψa y Ψb son los valores de la funcio´n de flujo en el eje magne´tico y en la
separatriz, respectivamente. Es importante tener presente que esta normalizacio´n es
independiente del proceso de adimensionalizacio´n descripto en la Sec. 2.3, y se aplica
de forma ana´loga se se consideraran las variables f´ısicas con sus dimensiones. Como el
valor Ψ esta´ definido a menos de una constante (la representacio´n de B y J involucra
so´lo sus derivadas) en esta tesis usaremos Ψb = 0 como valor de referencia, sin pe´rdida
de generalidad.






donde Ψ0 = Ψa−Ψb, es decir, el contenido de flujo poloidal de la separatriz. Con estas
definiciones, Ψ vale cero en la separatriz y Ψ0 en el eje magne´tico, mientras que ψ, que
juega el papel de una coordenada de flujo normalizada, va desde cero en la separatriz
hasta 1 en el eje magne´tico.
En funcio´n de la coordenada de flujo poloidal normalizada, las funciones arbitrarias
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y sus derivadas pueden expresarse con estas nuevas formas funcionales
















a partir de las cuales podemos formular el problema del equilibrio MHD en forma












donde λ2 = 1/Ψ20, y ∂Ω representa la separatriz, dato del problema, que corresponde
al borde del dominio Ω, la regio´n espacial ocupada por el plasma.
El te´rmino entre pare´ntesis del miembro de la derecha de la ec. (2.33) es en general
una funcio´n no lineal de la inco´gnita. Es importante notar que λ es la inversa de la
amplitud de la funcio´n de flujo y por lo tanto es una inco´gnita del problema. En la
pra´ctica, este para´metro juega el papel de autovalor, es decir, la ec. (2.33) tendra´
solucio´n so´lo para ciertos valores discretos de λ. Por eso suele referirse al problema de
frontera fija de Grad-Shafranov como un problema no-lineal de autovalores [9, 10].
En el Cap´ıtulo 3 se describen las te´cnicas nume´ricas para resolver este tipo de
problemas, y en el Cap´ıtulo 4 se introduce una te´cnica basada en el mapeo de flu-
jos magne´ticos que permite estimar ra´pidamente el autovalor. Cabe destacar que este
autovalor tiene una interpretacio´n f´ısica directa e importante, pues la amplitud de la
funcio´n de flujo es proporcional a la corriente total del plasma.
2.4.3. Problema lineal de autovalores
Como primera aproximacio´n al problema, es posible hacer una eleccio´n particular
de las funciones arbitrarias que conducen a una ecuacio´n de Grad-Shafranov lineal.
Esta aproximacio´n es punto de partida muy u´til, tanto para la compresio´n teo´rica del
problema, como para la implementacio´n de me´todos nume´ricos iterativos de resolu-








donde p0 es la presio´n ma´xima, en el eje magne´tico, f0 = R0B0 es proporcional a la
corriente poloidal de las bobinas externas y f1 es proporcional a la contribucio´n del
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plasma a la corriente poloidal. Es posible obtener distintas configuraciones magne´ticas
variando los escalares p0, f0 y f1. Con esta eleccio´n de perfiles, se obtiene el siguiente
problema diferencial {











Si dejamos fijo uno de estos dos escalares, la ec. (2.36) se convierte un problema
usual de autovalores con el otro escalar actuando como autovalor. Lo ma´s natural
es fijar Lp, que controla la presio´n del plasma, y tomar Lf como autovalor. En este
contexto, so´lo la autofuncio´n asociada al primer autovalor es la que tiene relevancia
f´ısica. Como el problema es lineal en este caso, la solucio´n queda definida a menos de
una constante, por lo que el uso de la funcio´n normalizada en este caso ma´s sencillo,
no aporta ninguna ventaja. En este caso la amplitud de Ψ, o sea, el valor de Ψ0 se elige
para obtener el valor deseado de corriente toroidal del plasma (adimensionalizado, ver
Sec. 2.3).










I ITERtor = 15MA, β = 0.0
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Figura 2.8: Dos soluciones del problema de autovalores con igual corriente total y distinto
valor de β. El eje magne´tico de la solucio´n de mayor β esta´ desplazado hacia el exterior. Este
efecto se denomina corrimiento de Shafranov.
Una sutileza de la secuencia de ca´lculo recie´n expuesta es que cada autofuncio´n
corresponde a un valor especificado a priori de Lp (el valor de Lf es el autovalor que se
obtiene como resultado del problema). Al reescalear Ψ0 para obtener el valor adecuado
de Ip, se modifica el valor de p0 y por lo tanto el valor de β del equilibrio. Por este
motivo es necesario iterar sobre Lp, cuando se busca obtener un equilibrio con valores de
Ip y β prestablecidos. No obstante, la linealidad del problema permite obtener me´todos
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de iteracio´n simples y eficientes, como se describe en el Cap´ıtulo 3.
En la Fig. 2.8 se muestran las superficies de flujo de dos equilibrios tipo ITER,
con la misma corriente total, y distinto valor de β. Como indica el mapa de colores,
la solucio´n con β = 0,1 tiene un Ψ0 ma´s alto, para lograr el mismo valor de corriente.
Adema´s, es interesante notar el corrimiento radial del eje magne´tico que produce la
presio´n. Este efecto se conoce como corrimiento de Shafranov y se debe al te´rmino R2




“Nothing is too hard. Many things are too fast.”
— Zach Weinersmith
La determinacio´n del equilibrio MHD de una configuracio´n magne´tica fue
planteada, en el cap´ıtulo anterior, en te´rminos de la ecuacio´n de Grad-
Shafranov. E´sta es una ecuacio´n diferencial en derivadas parciales, en ge-
neral no-lineal. Para resolverla en un dominio bidimensional que representa
la seccio´n transversal del plasma, recurrimos al me´todo de elementos fi-
nitos. Los casos no-lineales se resuelven mediante el me´todo iterativo de
Newton-Raphson. En este cap´ıtulo se describen estas te´cnicas
3.1. Resolucio´n del problema no-lineal del equili-
brio
El problema diferencial (2.33) que describe el equilibrio de fuerzas del plasma,
involucra en el te´mino de la derecha la suma de dos funciones que son no-lineales en la
inco´gnita, por lo general. Al estar expresado en te´rminos de la inco´gnita normalizada,
ψ, el problema involucra el factor λ, que juega el papel de autovalor, agregando una
complejidad adicional.
Esta dificultad puede resolverse por medio de un esquema iterativo que formulamos
de la siguiente manera. Supongamos que tenemos una estimacio´n del flujo poloidal
Ψ
(j)














con, λ(j) = 1/Ψ
(j)
0 . Este es un problema no-lineal tipo Poisson, que puede ser resuel-
to mediante el me´todo de elementos finitos combinado con iteraciones de Newton-
Raphson.
Para obtener el equilibrio definitivo debe resolverse, en principio, una secuencia
de problemas (3.1), hasta que valor ma´ximo de la solucio´n j + 1 coincida con Ψ
(j)
0 ,
dentro de un margen de error tolerable. En el Cap´ıtulo 4 se describe un me´todo para
estimar las funciones p(ψ) y f(ψ) a partir de la informacio´n que calculan los co´digos de
difusio´n magne´tica y transporte cine´tico. Ese me´todo incluye una estimacio´n de Ψ
(j)
0
que acelera la convergencia de la iteracio´n en j (incluso la elimina en ciertos casos). En
este cap´ıtulo se describen las te´cnicas nume´ricas para resolver el problema de Possion
no-lineal (3.1).
3.1.1. Formulacio´n variacional de la ecuacio´n de Grad-Shafranov
La ecuacio´n de Grad-Shafranov (2.12), es una ecuacio´n diferencial de segundo orden
en la que el miembro de la derecha contiene dos funciones arbitrarias, p(ψ) y f(Ψ). Si
notamos al miembro de la derecha como b(ψ)
−∆∗Ψ = λ (R2p′(ψ) + f(ψ)f ′(ψ)) = b(ψ) (3.2)
La formulacio´n variacional consiste en hallar Ψ tal que para toda funcio´n de prueba ξ











dΩ = 0 (3.3)
Mediante el me´todo de elementos finitos, es posible construir un espacio de funciones
discreto, una vez definido el dominio, y obtener un sistema de ecuaciones algebraico
que aproxima el problema diferencial original, usando el me´todo de Galerkin. Esto se
explica con ma´s detalle en la Seccio´n 3.3. Los me´todos de discretizacio´n de dominio y
resolucio´n del problema en elementos finitos fueron implementados utilizando el co´digo
de acceso libre FreeFEM++ [11].
En los casos, como el que nos interesa, en que la funcio´n b(ψ) es no-lineal, es
necesario convertir la ecuacio´n (3.3) en un problema lineal. El me´todo de Newton-
Raphson, que se describe a continuacio´n, permite hacer esta linealizacio´n.
3.1.2. Me´todo de Newton-Raphson
Uno de los me´todos ma´s utilizados para resolver sistemas de ecuaciones no lineales
es el algoritmo de Newton-Raphson [12]. La idea es hallar ra´ıces de la ec. (3.3) en el
caso en que bψ es no lineal, descomponiendo el problema no-lineal en una secuencia de
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problemas lineales.
Partiendo de una estimacio´n, Ψk=0, de la ra´ız buscada, se resuelve iterativamente,
desde k = 0, el siguiente problema lineal para la inco´gnita δΨk+1
DR(Ψk)(δΨk+1) = R(Ψk) (3.4)
A partir del resultado se obtiene la nueva aproximacio´n de la ra´ız
Ψk+1 = Ψk + δΨk+1. (3.5)










− ξ λb′(ψ) δΨ
)
dΩ (3.6)
Notar que b′(ψ) se refiere a la derivada de b respecto de su variable, ψ, mientras que el
ca´lculo del jacobiano requiere derivar respecto de Ψ. Por este motivo aparece el factor
λ multiplicando.
De esta forma, la iteracio´n definida por las ecuaciones (3.4) a (3.6), corresponde
a una secuencia de problemas lineales que pueden resolverse con te´cnicas esta´ndar de
a´lgebra computacional. El proceso iterativo se detiene cuando la correccio´n δΨk+1 se
hace menor que una tolerancia especificada.
3.1.3. Condicio´n de borde
En la implementacio´n en elementos finitos del problema de autovalores fijamos Ψ0 =
0 en la frontera. En contraposicio´n, al resolver el problema no lineal mediante el me´todo
de Newton-Raphson, debemos determinar δΨ|∂Ω. En este contexto, para establecer la
condicio´n Ψk|∂Ω = 0 debemos establecer δΨ|∂Ω = 0 en cada iteracio´n y garantizar que
la semilla cumpla Ψ0|∂Ω = 0. De esta forma siempre tendremos Ψk+1|∂Ω = Ψk|∂Ω +
δΨk|∂Ω = 0.
3.2. Resolucio´n del problema lineal de autovalores
Como se discute en la seccio´n 2.4.3, la eleccio´n de los perfiles dada por la ec. 2.35,
conduce al problema usual de autovalores (2.36). Este problema tiene tambie´n gran
relevancia, pues provee una primera y buena aproximacio´n al equilibrio, por un lado, y
por otro, sirve como semilla inicial para el proceso iterativo de resolucio´n de problemas
no-lineales.
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La resolucio´n de problemas de autovalores mediante el me´todo de elementos finitos
no puede hacerse de forma directa, por medio de la expresion (3.3), al requerir la
inversio´n de una matriz de determinante 0. Si bien existen rutinas de ca´lculo que
permiten resolver un problema de autovalores de este tipo, en este trabajo estamos
interesados so´lo en la primera de ellas. Por ello, usamos un me´todo basado el problema
de Poisson lineal que se explica a continuacio´n, para el caso libre de fuerzas. La inclusio´n
de un te´rmino de presio´n es inmediata, como se detalla en la seccion 2.4.3.
3.2.1. Caso libre de fuerzas
Consideremos inicialmente el caso libre de fuerzas, es decir p0 = 0, en el que el
problema del equilibrio se reduce a{
−∆∗ψ = Lfψ en Ω
ψ|∂Ω = 0
(3.7)
La expresio´n (3.7) tiene siempre la solucio´n trivial ψ = 0, en la cual no estamos
interesados. Adema´s, existen soluciones no triviales Ψn u´nicamente para determinados
autovalores Lf = Lnf , los cuales dependen de la forma del dominio.
Para resolver este problema, sumamos una constante  > 0 a (3.7), obteniendo
−∆∗ψ = Lfψ + . (3.8)
En esta nueva situacio´n, ψ = 0 ya no es una solucio´n va´lida. Para los valores de Lf
lejanos a los autovalores Lnf de (3.7) se obtiene una solucio´n de orden , mientras que
en las cercan´ıas de un autovalor Lnf la solucio´n tiende a
ψ ∼= Cψ˜
n
(Lf − Lnf )
, (3.9)
donde con C es una constante y ψ˜n una autofuncio´n de amplitud definida. Como
podemos ver de la aproximacio´n 3.9 y en la figura 3.1, la magnitud de la solucio´n, Ψ0,
diverge y cambia de signo cuando Lf cruza por un autovalor Lnf .
Para encontrar el primer autovalor L1f del problema realizamos un barrido discreto
en Lf desde 0 hasta que la solucio´n cambie de signo. En este punto podemos encontrar
la resonancia mediante el me´todo de la secante, dejando de iterar en cuanto la amplitud
de la solucio´n supera en magnitud a cierto umbral de tolerancia. Fijamos este valor de
tolerancia en tol = 106.
Una vez encontrada nuestra aproximacio´n de ψ1 debemos normalizar su magnitud
en base a algu´n para´metro f´ısico. En general utilizamos la corriente toroidal en el plasma
Itor, cuyo valor suele estar bien determinado en base a resultados experimentales.
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Figura 3.1: Magnitud de la solucio´n del problema (3.8) en funcio´n del autovalor.
3.3. Me´todo de elementos finitos
Los pasos ba´sicos para construir la aproximacio´n de un problema diferencial median-
te el me´todo de elementos finitos guardan relacio´n con los que se siguen en el me´todo de
diferencias finitas. Para resolver un problema por diferencias finitas se deben efectuar
los siguientes pasos:
(1) Definir la discretizacio´n espacial, por medio de una malla de puntos distribuidos
a lo largo de familias de curvas.
(2) Desarrollar las funciones inco´gnita en series de Taylor, alrededor de los puntos de
la malla, para construir la aproximacio´n de las derivadas en diferencias finitas.
(3) Reemplazar las derivadas de la ecuacio´n diferencial por su aproximacio´n en dife-
rencias finitas.
De esta forma, es posible convertir el problema diferencial original en un sistema de
ecuaciones algebraico, en el que las inco´gnitas son, t´ıpicamente, los valores de la funcio´n
que se quiere determinar en los puntos de la malla.
En el me´todo de elementos finitos la construccio´n de la aproximacio´n discreta guar-
da relacio´n con estos tres pasos, pero se hace de una forma ma´s general, como se
describe a continuacio´n.
3.3.1. Discretizacio´n espacial
El dominio espacial puede ser discretizado mediante la subdivisio´n del continuo en
elementos de forma arbitraria. La forma geome´trica ma´s empeada en problemas bidi-
mensionales son los tria´ngulos, pues sirven para cubrir cualquier estructura poligonal
34 Me´todos nume´ricos
con bordes rectos o curvos. Los elementos no deben solaparse y deben cubrir todo el do-
minio. La Fig. 3.2 muestra un ejemplo de subdivisio´n en tria´ngulos del dominio espacial
donde se busca resolver el problema diferencial. Para cada elemento se define un cierto
Figura 3.2: Divisio´n del dominio espacial en elementos triangulares.
nu´mero de puntos, que se ubican sobre los bordes o en el interior del elemento. Estos
nodos son los puntos donde se determinara´ el valor nume´rico de la funcio´n inco´gnita,
y eventualmente sus derivadas. Al nu´mero de nodos de un elemento en particular se lo
denomina grados de libertad de ese elemento.
3.3.2. Funciones base
La funcio´n inco´gnita se aproxima mediante una combinacio´n lineal de funciones base
conocidas, tambie´n denominadas funciones de interpolacio´n, de forma o de prueba. Sea





donde la suma se extiende sobre todos los nodos I, es decir que cada nodo tiene una
funcio´n base asociada. La definicio´n de estas funciones base puede ser muy general,
con diferentes propiedades que se eligen de la forma ma´s adecuada al problema que se
esta´ resolviendo.
Existen me´todos en los que la definicio´n de las funciones base se extiende a todo
el dominio. Tal es el caso de los me´todos espectrales, en los que se utilizan las funcio-
nes trigonome´tricas como interpolantes [13]. Tambie´n esta´ el caso de los me´todos de
colocacio´n, en los que las funciones NI(x) se definen como polinomios ortogonales tipo
Legendre, Chebyshev o similares.
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En el me´todo de elementos finitos la opcio´n ma´s directa para utilizar como funciones
base son polinomios definidos localmente en cada elemento, siendo cero fuera de e´l.
Adema´s, se definen de tal modo que los coeficientes de la expansio´n, uI , sean los valores
nodales de la funcio´n inco´gnita u˜. Como consecuencia, las funciones de interpolacio´n
local deben satisfacer las siguientes condiciones en cada elemento (e), siendo I un nodo
del elemento (e)
N (e)I (x) = 0 si x /∈ (e) (3.11)
y como uI es el valor de la inco´gnita en el nodo I
u˜(xI) = uI (3.12)
de forma que para un punto arbitratio xJ se verifica que
N (e)I (xJ) = δIJ . (3.13)
Una condicio´n adicional surge ante el requerimiento de poder representar en forma
exacta la funcio´n constante, u(x) = C. Para ello se debe verificar∑
I
N (e)I (x) = 1 para todo x ∈ (e). (3.14)
Todas estas condiciones permiten determinar las funciones base polinomiales en ca-
da elemento. El orden del polinomio interpolante depende esencialmente de los grados
de libertad (nu´mero de nodos) del elemento. Tambie´n es posible contemplar condicio-
nes adicionales sobre la regularidad del interpolante y la continuidad en el borde de
cada elemento. Finalmente, la funcio´n base global NI se construye ensamblando las
contribuciones N (e)I de todos los elementos a los que pertenece el nodo I.
Elementos triangulares PK
Para lograr la representacio´n discreta (3.10) de la funcio´n inco´gnita u(x) es necesario
definir el espacio de elementos finitos adecuado, es decir, efectuar la subdivisio´n del
dominio en elementos, definir los nodos e interpolantes de cada elemento y ensamblar
finalmente las funciones base globales NI , de cada nodo (que puede estar compartido
por varios elementos).
En esta tesis se consideran exclusivamente elementos triangulares bidimesionales,
con funciones base polinomiales de diferente orden. En particular, se utilizan los ele-
mentos conocidos como PK [14]. En la Fig. 3.3 se muestran esquema´ticamente tres
ejemplos de elementos PK triangulares con distinto nu´mero de nodos. Estos elementos
pertenecen a la familia de elementos Lagrangianos, porque los valores nodales coinciden












Figura 3.3: Elementos triangulares PK con diferente nu´mero de nodos o grados de libertad.
En el caso ma´s simple, los elementos P1, las funciones base son,
N (e)I (x, y) = aI + bIx+ cIy para I = 1, 2, 3 (3.15)
va´lida dentro del elemento (e). Los tres coeficientes del polinomio, que representan los
tres grados de libertad de este tipo de elementos, pueden determinarse a partir de las
condiciones establecidas por las ecuaciones (3.13) y (3.14). Los elementos P2 tienen 6
grados de libertad, y el polinomio que define las funciones base queda de la forma
N (e)I (x, y) = aI + bIx+ cIy + dIx2 + eIxy + fIy2 para I = 1, 2, 3 (3.16)
cuyos coeficientes pueden obtenerse a partir de las mismas relaciones antes menciona-
das.
3.3.3. Formulacio´n variacional
Hasta aqu´ı hemos descripto brevemente co´mo construir la representacio´n discre-
ta del dominio y las funciones inco´gnita usando elementos finitos. El paso siguiente
consiste en formular adecuadamente el problema diferencial que se quiere resolver en
el marco de esta representacio´n discreta. Para hacer esto es conveniente reformular el
problema diferencial en su forma variacional, o de´bil, como se detalla a continuacio´n.
A modo de ejemplo consideramos primero la ecuacio´n de Poisson







donde L representa un operador diferencial lineal, en este caso, el Laplaciano. Si u˜(x, y)
es una aproximacio´n de la solucio´n u, el residuo R definido como
R(u˜) = L(u˜)− b = ∇ · (∇u˜)− b (3.18)
es, en principio, distinto de cero. Un algoritmo de resolucio´n es convergente si es capaz
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de hacer tender R(u˜) a cero a medida que se incrementa la resolucio´n de las aproxima-
cio´n u˜. Notar que el residuo puede ser considerado como una medida de la precisio´n
del me´todo o bien del error asociado a la aproximacio´n u˜.
En general, no es posible hacer cero el residuo en todos los nodos de la representacio´n
discreta del dominio. Sin embargo, es posible obtener la “mejor” aproximacio´n (en algu´n
sentido) pidiendo que se anule un promedio pesado con alguna funcio´n. Esta condicio´n
se puede formular en te´rminos de la siguiente integral en el dominio Ω∫
Ω
WR(u˜) dΩ = 0 (3.19)
donde W (x) es una funcio´n de peso que satisface algunas propiedades. Usando la
definicio´n de residuo, se obtiene∫
Ω
W∇ · (∇u˜) dΩ = ∫
Ω
b W dΩ. (3.20)
Un paso esencial en esta formulacio´n es la integracio´n por partes de los te´rminos con
derivadas de segundo orden, usando el teorema de Green,∫
Ω
W∇ · (∇u˜) dΩ = −∫
Ω






donde el u´ltimo te´rmino corresponde a la derivada normal a lo largo de la frontera Γ












b W dΩ. (3.22)
y el problema diferencial, que consiste en hallar la funcio´n que satisface la ecuacio´n
(3.17) y las condiciones de contorno, se convierte en la funcio´n que satisface (3.22) para
todas las funciones de peso W (tambie´n llamadas funciones de prueba) de un cierto
espacio de funciones HW . Esta es la formulacio´n variacional o formulacio´n de´bil de la
ecuacio´n diferencial (3.17).
3.3.4. Me´todo de Galerkin
Cuando se considera que u˜ y las funciones W son aproximaciones discretas de
un problema continuo, la formulacio´n variacional (3.22) puede representarse como un
conjunto de ecuaciones algebraicas. Distintos me´todos nume´ricos pueden obtenerse para
distintas elecciones del espacio de funciones de prueba. El me´todo ma´s empleado es el
me´todo de Galerkin, en el que las funciones de peso se hacen coincidir con las funciones
base NI(x).
Para cada uno de los M grados de libertad de la representacio´n de la funcio´n
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uINI(x, y) I = 1, . . . ,M (3.23)
y la eleccio´n W = NJ(x, y), se obtiene a partir de la ec. (3.22), la siguiente ecuacio´n
















donde ΩJ es el subdominio formado por todos los elementos que contienen al nodo J




∇NI · ∇NJ dΩ (3.25)
se denomina matriz de rigidez. Notar que esta matriz so´lo depende de la geometr´ıa, la
subdivisio´n en elementos (mallado) y del tipo de elemento elejido.
Cap´ıtulo 4
Mapeo aproximado de flujos
magne´ticos para ca´lculo de
equilibrio
“The best way to predict the future is to invent it”
— Alan Kay
El ca´lculo de equilibrios MHD a partir de la especificacio´n de otros per-
files magne´ticos aparte de f(ψ) y su derivada representa un gran desaf´ıo.
Esta dificultad surge naturalmente cuando se trata de resolver en forma
simulta´nea el problema del transporte, que modifica los perfiles del plasma,
y la condicio´n de equilibrio impuesta por la ecuacio´n de Grad-Shafranov.
En este Cap´ıtulo describimos este acoplamiento y las dificultades que sur-
gen. Luego, se formula un me´todo basado en un mapeo aproximado de flujos
magne´ticos que sirve para actualizar la condicio´n de equilibrio a partir de la
informacio´n que calculan los co´digos de transporte. Finalmente, se constru-
ye un me´todo iterativo para calcular equilibrios a partir de la especificacio´n
de perfiles arbitrarios.
4.1. Acoplamiento entre los procesos de transporte
y la condicio´n de equilibrio
En ausencia de inestabilidades MHD de escala macrosco´pica, la performance o
desempen˜o de una descarga esta´ determinada por los mecanismos de transporte cine´ti-
co (masa, momento y energ´ıa) y magne´ticos (difusio´n magne´tica por resistividad, prin-
cipalmente) dentro del plasma. La escala de tiempo de los procesos de transporte es
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mucho mayor que la de los procesos MHD que controlan el equilibrio de fuerzas. Por





es el nu´mero de Lundquist t´ıpico en un tokamak moderno, donde τr = µ0a
2/η ∼ 1 s es
la escala de tiempo resistiva y τA = a/vA ∼ 1 µs, el tiempo de Alfve´n, que determina
la escala de tiempo MHD.
Por esta razo´n, es una buena aproximacio´n suponer que el sistema se encuentra en
equilibrio de fuerzas permanentemente, mientras las variables cine´ticas y magne´ticas
var´ıan en la escala de tiempo de los procesos de transporte en la direccio´n perpendi-
cular al campo magne´tico. Como estas cantidades son variables de flujo, constantes
en cada superficie magne´tica, el problema del transporte suele formularse en forma
unidimensional, utilizando como coordenada una variable de flujo. La geometr´ıa espa-
cial en la que se define esa coordenada esta´ dada por la condicio´n de equilibrio, y se
obtiene a partir de la ecuacio´n de Grad-Shafranov. Por eso para describir el problema
del transporte, se necesita conocer el equilibrio del plasma.
El acomplamiento entre el problema del transporte y la condicio´n de equilibrio MHD
es bidireccional. Al evolucionar las variables cine´ticas se modifica, en particular, el perfil
P (Ψ). Ana´logamente, la evolucio´n de las variables magne´ticas producen cambios en la
funcio´n F (Ψ). Por lo tanto, el equilibrio se modifica en la escala de tiempo ma´s lenta
del transporte. En consecuencia, para resolver un modelo que incluya los feno´menos
transporte es necesario resolver, simulta´neamente, la condicio´n de equilibrio y contar
con un esquema de acoplamiento entre ambos modelos [5–7].
4.1.1. Modelos de transporte orientados a control
En los u´ltimos an˜os, ha surgido una l´ınea de investigacio´n enfocada en desarrollar
te´cnicas de control de los perfiles cine´ticos y magne´ticos del plasma [15–17] La idea es
utilizar los sistemas de forzado de corriente no-inductivos, como las antenas de radio-
frecuencia de ciclotro´n electro´nica (ECCD, electron cyclotron current drive) e io´nica
(ICRH, ion cyclotron resonance heating) y la inyeccio´n de haces neutros (NBI, neutral
beam injection), como actuadores. Debido a que el efecto de estos sistemas de forzado
de corriente sobre los perfiles del plasma es complejo, es necesario contar con modelos
dina´micos adecuados de esa respuesta, como base para el disen˜o de los controladores.
Se ha comprobado que es posible disen˜ar controladores tipo PID usando la in-
formacio´n de la respuesta esta´tica del plasma a cada uno de los actuadores [16]. Sin
embargo, las limitaciones de ese enfoque han motivado el desarrollo de controladores
avanzados basados en modelos de la respuesta del plasma, deducidos de primeros prin-
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cipios [17, 18]. La f´ısica que gobierna esta respuesta dina´mica es compleja e involucra
en principio todos los mecanismos de transporte acoplados al problema del equilibrio.
Si bien existen co´digos de transporte que incluyen modelos de este tipo [19–21], se
trata de co´digos de muy elevada complejidad y costo computacional, que no resultan
de utilidad pra´ctica para el desarrollo de controladores.
Actualmente, el disen˜o de esquemas de control de perfiles magne´ticos, basado en
modelos deducidos de primeros principios, utiliza una versio´n simplificada de la ecua-
cio´n de difusio´n magne´tica [17, 22]. Esta se obtiene partiendo de la ley de Faraday,
∂B
∂t
= −∇× E. (4.1)
Promediando esta expresio´n en las superficies magne´ticas, con la te´cnica que se describe
en la siguiente Seccio´n, se obtiene [5, 6]
∂Ψ
∂t
= − 〈E ·B〉〈R−2〉 f . (4.2)
Usando la ley de Ohm para la parte inductiva de la densidad de corriente,
E + v ×B = η(J− JNI), (4.3)
donde η es la resistividad, v es la velocidad del plasma y JNI es la componente no




















que es la ecuacio´n de difusio´n magne´tica empleada para hallar Ψ(ρ, t), la evolucio´n
temporal de la funcio´n de flujo poloidal, como funcio´n del radio medio normalizado de
cada superficie de flujo. El primer te´rmino de la derecha modela la difusio´n resistiva del
flujo poloidal respecto del toroidal, y el segundo se interpreta como un te´rmino fuente
que incluye el efecto de los actuadores y los efectos neocla´sicos, como la corriente de
bootstrap [3, 22]. Las condiciones de contorno para resolverla surgen de la simetr´ıa en















El radio medio normalizado, ρ, juega el rol de variable espacial y los te´rminos DˆΨ,
Fˆ , Gˆ y Hˆ dan la geometr´ıa del problema. Estos perfiles se determinan a partir del
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, DˆΨ = Fˆ GˆHˆ. (4.6)
Entonces, por un lado es posible calcular los perfiles (4.6) utilizando la informacio´n
del equilibrio MHD , y por el otro, es posible estimar el te´rmino fuente asociado a JNI
utilizando una serie de modelos para los actuadores y los efecto neocla´sicos. Esto, junto
con un modelo para la resistividad del plasma, permite calcular ∂Ψ/∂t con la ec. (4.4).
Ahora bien, supongamos que eso se implementa en un esquema nume´rico. La deri-
vada temporal de Ψ nos permite actualizar el mapeo Ψ(ρ) desde un paso de tiempo tn
hasta un paso de tiempo tn+1. Es decir, al cabo de un paso difusivo
Ψ(ρ, tn) −→ Ψ(ρ, tn+1). (4.7)
La dificultad del acoplamiento de este avance temporal con la condicio´n de equilibrio
radica en que no hay me´todos eficientes para recalcular, o actualizar, la ecuacio´n de
Grad-Shafranov a partir del mapeo de flujos Ψ(ρ). Por este motivo, el disen˜o de con-
troladores de perfiles durante la descarga de un tokamak se realiza resolviendo la ec.
(4.4) con perfiles geome´tricos Fˆ , Gˆ y Hˆ fijos, calculados a priori a partir de un equi-
librio elegido como representativo de la descarga a controlar [18, 22]. Este enfoque se

















Figura 4.1: Actualizacio´n de perfiles desde el tiempo tn al tn+1, debido a la difusio´n magne´tica
y a un modelo para el transporte cine´tico. Una primera aproximacio´n consiste en suponer que la
geometr´ıa espacial de la configuracio´n se especifica a priori y se mantiene constante.
En esta Tesis presentamos un me´todo de mapeo aproximado de flujos que permite
actualizar la condicio´n de equilibrio de un paso a difusivo a otro en forma eficiente.
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La descripcio´n del me´todo se da en la Seccio´n 4.3. La te´cnica de promediado sobre
superficies de flujo, utilizada por el me´todo se describe en la pro´xima Seccio´n. Los
resultados obtenidos se muestran en el siguiente Cap´ıtulo.
4.2. Promediado sobre superficies de flujo
Al plantear una formulacio´n undimensional del problema del transporte, en coorde-
nadas de flujo, aparece la dificultad de que algunas magnitudes f´ısicas relevantes en el
ana´lisis no son cantidades de flujo. Para incorporar las variables de ese tipo se utiliza
el valor promedio sobre cada superficie de flujo, como se hizo con el te´rmino JNI en
la Seccio´n anterior. Para una variable arbitraria A, su promedio sobre la superficie de






donde V es el volumen encerrado dentro de la superficie magne´tica identificada con
la coordenada de flujo χ (ver Seccio´n 2.1.2). Conociendo el equilibrio, se cuenta con
la dependencia espacial de las variables magne´ticas, en este caso representada por la
variable gene´rica χ = χ(R,Z). De este modo que ser´ıa posible calcular los promedios
haciendo integrales en el espacio empleando, por ejemplo, coordenadas cil´ındricas.
Sin embargo, la utilidad de tomar promedios consiste en poder trabajar en coorde-
nadas de flujo, reduciendo la complejidad espacial del problema. Para expresar la ec.
(4.8) en coordenadas de flujo, comenzamos por el diferencial de volumen,
dV = dRdZ Rdφ = J dχdθdφ, (4.9)
donde J representa el jacobiano de la transformacio´n de coordenadas que esta´ definido
a trave´s de los gradientes espaciales de las coordenadas de flujo de acuerdo a
J−1 ≡ ∇χ×∇θ · ∇φ. (4.10)












donde χ0 es el valor de χ en el eje magne´tico.
Usando la definicio´n del jacobiano de la transformacio´n es posible relacionar dθ, el
diferencial de a´ngulo poloidal, con d`, el diferencial de arco del contorno de la superficie
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A partir de esta expresio´n y la ec. (4.11) podemos escribir el volumen diferencial de la








donde la integral se efectu´a sobre el contorno de flujo sobre el plano poloidal. Final-







que es una expresio´n ma´s pra´ctica dado que involucra u´nicamente integrales de con-
torno.
De las expresiones (4.13) y (4.14) queda claro que las cantidades de flujo coinciden
con su promedio, como era de esperar. Por otro lado, es posible obtener la siguiente
identidad para calcular el promedio de la divergencia de un campo escalar A,




[V ′ 〈A · ∇χ〉] . (4.15)
La eleccio´n natural de la coordenada de flujo radial, χ, depende del contexto. En los
problemas de equilibrio MHD que involucran la ecuacio´n de Grad-Shafranov, lo natural
es tomar la funcio´n de flujo poloidal, mientras que en los problemas de transporte o
difusio´n magne´tica, lo habitual es utilizar el radio medio normalizado, ρ.
4.2.1. Ca´lculo del factor de seguridad
Utilizando el formalismo de coordenadas de flujo, podemos expresar el flujo magne´ti-














Si ahora reemplazamos 4.16 en 2.27, podemos obtener una expresio´n para q que







Esta u´ltima es la que utilizamos para calcular el factor de seguridad en la implemen-
tacio´n nume´rica.
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4.2.2. Ecuacio´n de Grad-Shafranov promediada















que tiene validez en todo el plasma, en cada posicio´n espacial. Notar que, expresada
de esta manera, el u´nico te´rmino que es una cantidad de superficie es el gradiente de
presio´n, el primero del miembro de la derecha.
Promediando la condicio´n de equilibrio en cada superficie de flujo es posible obtener
una relacio´n que es de gran utilidad. Haciendo uso de la identidad (4.15) la ecuacio´n
























donde se dejaron expl´ıcitamente indicadas las variables de derivacio´n para recordar que
los promedios se toman usando a ψ como coordenada de flujo.
4.3. Mapeo aproximado de flujos magne´ticos
4.3.1. Actualizacio´n del equilibrio
Volvemos a considerar el problema de actualizacio´n del equilibrio a partir de la
informacio´n provista por el avance temporal de los perfiles magne´ticos y cine´ticos
del plasma, esquematizado en la Fig. 4.1. El objetivo es calcular el nuevo equilibrio
ψ(R,Z) en el paso temporal tn+1. Para hacer esto necesitamos, segu´n lo explicado en
los Cap´ıtulos 2 y 3, las funciones arbitrarias p(ψ) y f(ψ), adema´s de la curva que defi-
ne la separatriz. Complementariamente, una buena estimacio´n de Ψ0, que actu´a como
autovalor, ayudar´ıa a encontrar la solucio´n ma´s ra´pidamente.
Parte de esta informacio´n puede obtenerse directamente de los perfiles actualizados
por los modelos de transporte. En particular Ψ0, es un dato del co´digo de difusio´n
magne´tica,
(Ψ0)n+1 = ma´x(Ψn+1). (4.20)
Por otro lado, es posible estimar el gradiente de presio´n respecto de la coordenada









De esta forma aprovechamos la informacio´n del mapeo Ψ(ρ) que provee el co´digo de
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difusio´n magne´tica.
El u´nico perfil restante es f(ψ) y su derivada, que determina los perfiles magne´ticos
del plasma, en particular el factor de seguridad que es una variable de principal intere´s.
Si bien la correccio´n en el valor de f es menor, la forma de su derivada tiene un enorme
impacto en la estructura magne´tica de la configuracio´n. Este dato es el ma´s dif´ıcil
de estimar. Los me´todos existentes para incorporar la condicio´n de equilibrio en los
co´digos de transporte se basan en iterar sobre la distribucio´n espacial de la densidad
de corriente [23], o bien, en la solucio´n del equilibrio utilizando coordenadas de flujo,
que iteran sobre la malla espacial [21].
En esta Tesis presentamos un nuevo me´todo basado en la estimacio´n de la derivada
de f 2(ψ) utilizando la ec. de Grad-Shafranov promediada en superficies de flujo (4.19)
y un mapeo aproximado de los flujos magne´ticos. La funcio´n f(ψ) se obtiene luego
integrando desde su valor en la separatriz, que es el de vac´ıo (f(ψ = 0) = f0 = R0B0),
y tomando ra´ız cuadrada.
Ψ ρ Ψ
ρ
Tiempo tn Tiempo tn+1
Figura 4.2: Evolucio´n difusiva del mapeo de flujos magne´ticos Ψ(ρ). La difusio´n magne´tica
desplaza los contornos de flujo poloidal mientras que los contornos de flujo toroidal se mantienen
aproximadamente inmo´viles.
Consideremos, entonces, la ec. (4.19) que se satisface exactamente para los datos
del problema a tiempo tn, y queremos usarla para calcular df
2/dψ en el paso n +
1. Contamos con la actualizacio´n de Ψ0 y el gradiente de presio´n provistas por las
ecs. (4.20) y (4.21). Para estimar la actualizacio´n de los te´rminos del miembro de
la izquierda de la ec. (4.19), supondremos que el efecto de la difusio´n magne´tica es
desplazar espacialmente los contornos de flujo poloidal, dejando invariantes los de flujo
toroidal. Esta aproximacio´n se esquematiza en la figura 4.2.
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Formalmente, esta condicio´n puede expresarse como
{ ρ(R,Z) }n+1 ≈ { ρ(R,Z) }n ⇒ |∇ρ|n+1 ≈ |∇ρ|n (4.22)
lo que implica a su vez que los contornos de flujo mantienen su forma espacial y el
contenido de flujo toroidal. Lo que s´ı se modifica es el contenido de flujo poloidal
de cada contorno, de acuerdo al nuevo mapeo Ψ(ρ) impuesto por el paso de difusio´n




























Por u´ltimo, como esta´ impl´ıcito en la aproximacio´n (4.22), el te´rmino 〈R−2〉 per-
manece invariante como funcio´n de ρ, dado que la forma espacial de los contornos se
mantiene. Sin embargo, se modifica como funcio´n de ψ (que es la dependencia que
recibe el co´digo de equilibrio) ya que el mapeo de flujos se actualiza por la difusio´n























Figura 4.3: Avance temporal de los perfiles del plasma incluyendo un esquema de ca´lculo del
equilibrio que permite actualizar la geometr´ıa de la configuracio´n
La secuencia del me´todo de actualizacio´n del equilibrio a partir de los perfiles del
plasma se esquematiza en la Fig. 4.3 y se resume en los siguientes puntos
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(1) La ec. (4.19) se satisface exactamente para los datos del paso tn, y se debe hallar
el par { ψ(R,Z) , f(ψ) } para que se satisfaga en el paso tn+1.
(2) Se toma como dato el contenido de flujo poloidal Ψ0 que provee el modelo de
difusio´n magne´tica y la actualizacio´n del gradiente de presio´n (4.21).
(3) Suponiendo que los contornos de flujo polidal se mantienen y haciendo uso de
la actualizacio´n del mapeo Ψ(ρ) dedido a la difusio´n magne´tica, se estima el
gradiente espacial de flujo poloidal segu´n la ec. (4.23).
(4) Se calculan f(ψ) y su derivada en el nuevo paso temporal utilizando la ec. de
Grad-Shafranov promediada (4.19).
(5) Se resuelve la ecuacio´n de Grad-Shafranov como problema de Poisson no-lineal,
como se describe en el Cap´ıtulo 3.
Es importante notar que a pesar que la estimacio´n de f(ψ) y su derivada se realiza
dejando formalmente fija la geometr´ıa de los contornos de flujo toroidal, esta estructura
s´ı se actualiza cada vez que se recalcula el equilibrio. Una ventaja importante de este
me´todo es que no requiere iteraciones “externas”, es decir, ma´s alla´ de las iteraciones de
Newton intr´ınsecas a la no-linealidad. Sin embargo, cuando los perfiles del plasma que
se quieren aproximar difieren mucho de aquellos que satisface el equilibrio que se usa
como referencia, es necesario efectuar algunas iteraciones externas como se describe a
continuacio´n. Otra caracter´ıstica interesante de este me´todo es que permite actualizar
el equilibrio incorporando tanto la variacio´n de los perfiles magne´ticos como la de
los perfiles cine´ticos, y esta informacio´n puede venir de modelos o incluso de co´digos
diferentes.
4.3.2. Me´todo iterativo para ca´lculo del equilibrio
El esquema descripto anteriormente permite actualizar el equilibrio ante modifica-
ciones relativamente pequen˜as en los perfiles del plasma, partiendo de un equilibrio
inicial conocido. Sin embargo, para inicializar ese problema, o bien, para calcular un
equilibrio a partir de un conjunto de perfiles arbitrarios, el esquema anterior no dara´, en
general, un resultado preciso. Cuando no se tiene una buena estimacio´n del equilibrio,
es necesario recurrir a un me´todo iterativo como el que se esquematiza en la Fig. 4.4.
En este caso, el planteo del problema es el siguiente. Suponemos que los perfiles
magne´ticos y cine´ticos del plasma son dato, en particular, ∂Ψ/∂ρ y ∂p/∂ρ. Al igual que
en los dema´s casos, debe especificarse tambie´n la separatriz, pues en este trabajo nos
restringimos al problema de frontera fija. El esquema de ca´lculo descripto en la seccio´n
anterior permite tambie´n formular un me´todo iterativo para obtener el equilibrio con
los perfiles especificados.
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Figura 4.4: Usando el mapeo aproximado de flujos y la ec. (4.19), es posible construir un
me´todo iterativo para obtener equilibrios con perfiles magne´ticos y cine´ticos prestablecidos.
El ca´lculo comienza a partir de un equilibrio inicial, a modo de semilla o guess, que
nos permita construir un mapa de contornos de flujo toroidal. En caso de no tener una
buena estimacio´n, se puede comenzar con una solucio´n del problema lineal (2.36). Este
problema se resuelve fa´cilmente especificando u´nicamente la forma de la separatriz, Ψ0
o Itor y β o p0, que son todos datos disponibles en este problema.
A partir de los contornos de flujo toroidal de este equilibrio inicial (iteracio´n j = 0)









en la primera iteracio´n iteracio´n (ver Fig. 4.4). Con esta informacio´n, resolvemos la
ecuacio´n de Grad-Shafranov formulada como problema no-lineal tipo Poisson, para
obtener el equilibrio de la segunda iteracio´n. Este nuevo equilibrio tiene un nuevo mapa
de contornos de flujo toroidal que permite volver a estimar la informacio´n (4.26), usando
nuevamente los perfiles objetivo. Repitiendo este proceso, se obtiene una secuencia de
equilibrios cuyos perfiles se acercan cada vez ma´s a los perfiles objetivo. El ca´lculo se
da por terminado, cuando se satisface algu´n criterio de convergencia adecuado. Los
resultados obtenidos usando este me´todo se muestran en la seccio´n 5.1.
4.3.3. Factor de seguridad y otros perfiles
Uno de los principales objetivos de las te´cnicas de control de los perfiles internos
del plasma, consiste en lograr el control del perfil de factor de seguridad. Si bien hemos
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formulados los me´todos de actualizacio´n (Sec. 4.3.1) y ca´lculo de equilibrios a partir
de la especificacio´n de los perfiles Ψ(ρ) y su derivada, es importante tener presente que
la relacio´n de estos con el factor de seguridad es directa. A partir de las definiciones












de modo que especificar q, es equivalente a especificar ∂Ψ/∂ρ. Por lo tanto, de la
forma que esta´n planteados los me´todos de la seccio´n anterior, es inmediato formular
el problema de obtencio´n de un equilibrio cuando se especifica un perfil de seguridad
objetivo. Ese es el enfoque de los resultados mostrados en la seccio´n 5.1. En general,
el me´todo servira´ siempre que a partir de los datos del equilibrio que se desea calcular
sea posible obtener el mapeo Ψ(ρ) y estimar su derivada, o bien, ψ(ρ) junto con la
especificacio´n del valor de la corriente total del plasma.
Cap´ıtulo 5
Resultados
“It’s chaos. Be kind.”
— Michelle E. McNamara
Mostramos la capacidad del me´todo explicado en el cap´ıtulo 4 para encon-
trar equilibrios con perfiles de q y p prescriptos y para actualizar la condicio´n
de equilibrio durante una descarga usando los datos de una simulacio´n de
transporte. Para esto modelamos en una primer instancia equilibrios repre-
sentativos de los escenarios de operacio´n del reactor ITER y posteriormente
calculamos la condicio´n de equilibrio para varios pasos de una simulacio´n
de difusio´n magne´tica. Hacemos esto u´ltimo de tres formas, primero calcu-
lando el equilibrio en todos los pasos difusivos ∆n = 1, luego calculando
cada ∆n > 1 pasos, y finalmente cada ∆n > 1 pasos y con una iteracio´n
extra para mejorar la convergencia. El me´todo fue implementado en GNU
Octave, y la comunicacio´n entre los procesos de este u´ltimo y FreeFEM se
realizo´ mediante lectura y escritura de archivos.
5.1. Escenarios de operacio´n de ITER
En la seccio´n 1.3 presentamos los distintos escenarios de operacio´n previstos para el
reactor ITER, y vimos que difieren principalmente en sus perfiles de factor de seguridad
y presio´n. En lo que sigue, tomamos como base estas figuras de me´rito para calcular
equilibrios representativos de escenarios de bajo q (esta´ndar), bajo shear (h´ıbrido), y
q invertido (avanzado). Estos equilibrios se encuentran representados en la figura 1.5a.
El me´todo para cada caso es como sigue: inicialmente resolvemos el problema de
autovalores fijando para´metros β e I ITERTOR t´ıpicos del escenario y una separatriz de tipo
ITER. Los valores de β e I ITERTOR impuestos se muestran en la tabla 5.1. En cuanto a la
separatriz, la caracterizamos por aITER = 2 m, RITER0 = 6,2 m, κ = 1,7 y δ = 0,4, y
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consideramos dos discretizaciones, una de 300 puntos en el borde y otra de 600. A este
segundo caso lo llamaremos de alta resolucio´n.
Bajo q Bajo shear Shear invertido
I ITERTOR [MA] 17 15 13.8
BITER0 [T] 5.3 5.3 5.3
β 3.52 % 2.55 % 2.47 %
Tabla 5.1: Valores de campo, corriente y β de distintos escenarios de operacio´n previstos para
ITER. Datos obtenidos de [2].
De esta forma encontramos una buena primera estimacio´n del equilibrio deseado, ya
que la autofuncio´n tiene un perfil de q similar a este en la regio´n cercana al borde y una
presio´n de magnitud adecuada. Una vez calculado este primer equilibrio, prescribimos
nuevos perfiles de q y de p correspondientes al escenario de operacio´n de intere´s. Para
esto modificamos el perfil de q de la autofuncio´n sumando funciones gaussianas en
la regio´n ρ < 0,5 e imponemos un perfil de presio´n basado en resultados t´ıpicos de
reconstrucciones de equilibrio realizadas con el co´digo de transporte TRANSP [20].
Los nuevos perfiles se muestran en las figuras 5.1 y 5.2.

































Figura 5.1: Comparacio´n entre los perfiles de q de las autofunciones y los modificados para
representar escenarios de operacio´n.
En el caso particular de bajo q dejamos sin modificar el perfil del factor de seguridad
de la autofuncio´n, ya que de por s´ı es representativo de este escenario. En cuanto a los
perfiles de presio´n, empleamos en los primeros dos casos uno con un gradiente mayor
al del de la autofuncio´n en la regio´n cercana al borde, representando una barrera de
transporte t´ıpica del modo H, mientras que en el caso de shear invertido imponemos
un perfil con un gradiente mayor en el interior del plasma, representando una barrera
de transporte interna (ITB).
Finalmente aplicamos el me´todo descripto en el cap´ıtulo 4 para encontrar el equili-
brio, tomando un total de 20 iteraciones para evaluar el nivel de aproximacio´n obtenido
y renormalizando la presio´n en cada paso de forma tal de obtener el valor de β deseado.
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Figura 5.2: Comparacio´n entre los perfiles de p de las autofunciones y los impuestos.
5.1.1. Implementacio´n
En las figuras 5.3a, 5.3b y 5.3c mostramos las primeras cuatro iteraciones del me´todo






















































































4 j = 2














4 j = 4
(c) Shear revertido.
Figura 5.3: Primeras cuatro iteraciones para la aproximacio´n de equilibrios, con 300 puntos
en la frontera.
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Como podemos ver, el me´todo es capaz de encontrar un equilibrio con un perfil de q
similar al deseado en las primeras iteraciones. Para estudiar la convergencia calculamos
el error relativo en el factor de seguridad q para cada iteracio´n, tal como se muestra en




donde qj y qTAR corresponden al factor de seguridad del equilibrio encontrado en el
paso interativo j y al factor de seguridad impuesto respectivamente.































Bajo q alta resolucio´n
Bajo shear alta resolucio´n
Shear invertido alta resolucio´n
(a) Error relativo en q en funcio´n del nu´mero de iteraciones.





























Bajo q alta resolucio´n
Bajo shear alta resolucio´n
Shear invertido alta resolucio´n
(b) Error en el factor de seguridad para j = 20.
Figura 5.4: Error en la estimacio´n de q.
En todos los casos el error se mantiene por debajo del 1 % luego de la quinta ite-
racio´n, tendiendo posteriormente a un valor constante cercano al 0,3 %. Esta precisio´n
es suficiente para aplicaciones pra´cticas, ya que en situaciones experimentales el factor
de seguridad es una cantidad dif´ıcil de medir. Adema´s, consideraremos esta como la
precisio´n ma´xima esperable en el valor de q para la implementacio´n actual del me´todo.
El hecho de que el error tienda a un valor constante esta´ fuertemente ligado a errores
en el ca´lculo de derivadas e integrales de funciones discretizadas, principalmente por la
dificultad de calcular el factor de seguridad en la regio´n cercana al eje magne´tico. Esto
u´ltimo se debe a que en dicha regio´n los dominios de integracio´n son pequen˜os, y por
5.1 Escenarios de operacio´n de ITER 55
tanto se dispone de menos puntos para realizar la integracio´n.
En cuanto al caso de alta resolucio´n, si bien no hay una mejora significativa en la
convergencia del me´todo, se aprecia una mejor estimacio´n de q en la zona central (ver
figura 5.4b). Este comportamiento se debe a que al aumentar la resolucio´n del mallado
en elementos finitos disminuye el error en el ca´lculo de integrales en la regio´n cercana
al eje magne´tico, por lo que el valor de q puede ser estimado con mayor precisio´n.
Sin embargo, en la implementacio´n actual, q se calcula mediante las integrales
de contorno (4.17). Notar que tanto la longitud del contorno como el denominador
tienden a cero en el magne´tico, por eso el error no disminuye en forma apreciable al
aumentar la resolucio´n. En una implementacio´n futura, se aconseja buscar otro me´todo
de estimacio´n de q0 , como el sugerido en la Ref. [4].
5.1.2. Densidad de corriente










∼= 〈Jφ〉 . (5.2)
Como mencionamos en la seccio´n 1.3, esta cantidad es menor en el centro del plasma
a medida que aumenta el valor de q0. Esto se verifica para los equilibrios encontrados,
tal como observamos en las figuras 5.5a y 5.5b.














(a) 300 puntos en la frontera


















Figura 5.5: Densidad de corriente alineada al campo en la solucio´n encontrada en la iteracio´n
j = 20.
Las oscilaciones para valores de ρ < 0,3 se deben nuevamente a imprecisiones en el
ca´lculo de integrales de camino en la regio´n central del plasma, y se corrigen en gran
medida al aumentar la resolucio´n del mallado.
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5.1.3. Corriente y factor Beta
Otro aspecto que podemos verificar son los valores finales de I ITERTOR y β. Como
mencionamos anteriormente, en cada iteracio´n renormalizamos el perfil de presio´n para
mantener β constante. Logramos esto corrigiendo la amplitud de la presio´n en cada
paso j multiplica´ndola por el cociente βTAR/β
j−1. En cuanto a la corriente total, esta
queda determinada por la separatriz y el perfil de q, particularmente por su valor en el
borde. En las figuras 5.6a y 5.6b mostramos los valores de β e I ITERTOR de cada iteracio´n.












































Figura 5.6: Corriente toroidal y factor Beta en funcio´n del nu´mero de iteraciones. En l´ınea
punteada se marcan los valores de la tabla 5.1
Podemos ver que el valor de β puede ser controlado de forma efectiva en todas
las iteraciones, mientras que la corriente se mantiene dentro del rango deseado ya que
mantenemos el mismo q en el borde que en la autofuncio´n.
5.2. Evolucio´n del equilibrio debido a la difusio´n
magne´tica
Mencionamos en el cap´ıtulo 4 que para formular una descripcio´n completa del
transporte en el plasma es necesario acoplar la ecuacio´n de difusio´n magne´tica con
la resolucio´n del equilibrio de fuerzas MHD. En una implementacio´n nume´rica, esto
implica resolver la condicio´n de equilibrio entre distintos pasos difusivos, lo cual en la
actualidad lleva a un gran coste computacional. Es por esto que en muchas situaciones
se opta por tomar un u´nico equilibrio de referencia y resolver la ecuacio´n de difusio´n
magne´tica en base a el. En esta seccio´n mostramos la capacidad del me´todo para
resolver el equilibrio ra´pidamente a lo largo de varios pasos difusivos. Para esto partimos
de datos obtenidos de la simulacio´n de una descarga de ∼ 4 segundos de duracio´n en
el reactor D3D [22]. Esta simulacio´n esta´ basada en un u´nico equilibrio de referencia, y
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nuestro objetivo es mostrar que el me´todo explicado la seccio´n 4.3.2 permite recalcular
el equilibrio en cada paso difusivo. En este sentido
5.2.1. Datos externos
Partimos de la informacio´n de una geometr´ıa de separatriz t´ıpica de las descargas
del reactor D3D, caracterizada por aD3D = 0,6 m, RD3D0 = 1,8 m, κ = 1,5 y δ = 0,4, y
a la cual discretizamos en 300 puntos. Ilustramos este contorno en la figura 5.7.
Separatriz D3D
Figura 5.7: Separatriz del reactor D3D.
Adema´s, fijamos BD3D0 = 2 T. Disponemos datos del valor de β e ITOR junto con el
perfil de p(ρ) normalizado y q(ρ) de 200 pasos difusivos.
5.2.2. Descripcio´n de la descarga
La descarga comienza en un estado de baja presio´n y corriente, con β ∼ 0,1 % e
ID3DTAR ∼ 0,5 MA, en la cual el perfil de q es invertido en el centro. En una primer fase
de evolucio´n denominada ramp up, tanto β como ID3DTAR aumentan de manera aproxima-
damente lineal con el tiempo. Luego de esto la corriente se estabiliza en ID3DTAR ∼ 1 MA,
y posteriormente sucede lo mismo con β que alcanza un valor de ∼ 1,4 %. Esta u´ltima
fase se conoce como flat top.
5.2.3. Implementacio´n
Comenzamos desde el quinto paso difusivo, utilizando el mismo procedimiento que
en la seccio´n 5.1 para reconstruir este equilibrio con un error relativo en q menor al
1 %. Ignoramos los pasos anteriores ya que los datos que poseemos de sus perfiles de q
presentan irregularidades en la regio´n central, por lo que no pudieron ser aproximados
con buena precisio´n. Posteriormente aplicamos el me´todo descripto en la seccio´n 4.3.1
en cada paso difusivo a modo de reproducir la evolucio´n de la descarga, renormalizando
la presio´n para seguir la evolucio´n de β. Todos los resultados presentados en esta seccio´n
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fueron obtenidos en una computadora con CPU Intel R© CoreTM i7-5500U de 2.40GHz
y memoria RAM de 8GiB. En las figuras 5.8a a 5.8d mostramos las reconstrucciones
del equilibrio obtenidas, mientras que la figura 5.8e se aprecia el error relativo en q


























(a) Evolucio´n del perfil de q. En rojo se marca el
































(b) Evolucio´n del perfil de p
paso 5 paso 15 paso 25 paso 35
paso 55 paso 75 paso 105 paso 125











(c) Evolucio´n de Ψ(R,Z)
paso 5 paso 15 paso 25 paso 35
paso 55 paso 75 paso 105 paso 125












(d) Evolucio´n de Φ(R,Z)













(e) Error relativo en q para cada paso difusivo.
Figura 5.8: Evolucio´n temporal de la descarga.
Como podemos ver, los perfiles de q y p se estabilizan a partir de n ∼ 100, mo-
mento en el cual comienza la fase flat top. En cuanto al error, este se mantiene cercano
al 1 % a lo largo de la evolucio´n de la descarga, a excepcio´n de algunos pasos difu-
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sivos en los cuales aumenta a valores cercanos al 3 %. Adema´s, en las figuras 5.8c y
5.8d podemos apreciar como la distribucio´n de la funcio´n de flujo poloidal cambia sig-
nificativamente entre iteraciones, mientras que la cantidad de flujo toroidal total se
mantiene aproximadamente constante con reacomodamientos menores en la geometr´ıa
de las superficies.
Los picos observados en el gra´fico 5.8e son causados por malas estimaciones en el
valor de q en la zona central. A modo ilustrativo, podemos considerar la figura 5.9,

























Figura 5.9: Comportamiento ano´malo de la aproximacio´n de q en la regio´n central. En rojo
se marca el resultado obtenido y en negro el q dato.
Es evidente que es necesario mejorar la estimacio´n de q en esta regio´n, lo cual espe-
ramos lograr en el futuro implementando nuevas estrategias que permitan minimizar
esta fuente de error.
Corriente toroidal y Beta
Un factor importante a verificar son los valores de β e ID3DTOR encontrados para cada
paso difusivo, lo cual se muestra en la figura 5.10. Podemos ver que el me´todo permite
replicar adecuadamente el valor de β en cada paso, pero no as´ı el valor de corriente.
Esta discrepancia se debe probablemente a un error en el taman˜o de la separatriz
utilizado.
5.2.4. Actualizacio´n intermitente del equilibrio
Esta primera implementacio´n del me´todo requirio´ de 1970 s de tiempo de co´mputo,
el cual medimos ignorando el tiempo empleado en calcular el primer equilibrio. Si bien
esperamos en el futuro reducir el coste computacional mejorando la comunicacio´n entre
procesos, (ya que en la versio´n actual esto se hace mediante escritura-lectura de archi-
vos), gran parte de este recae sobre la implementacio´n del me´todo de Newton-Raphson.
Es por esto que nos vemos motivados a calcular el equilibrio cada una cantidad ∆n > 1
de pasos difusivos, a modo de minimizar los ca´lculos de equilibrio. Si bien esto implica
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Figura 5.10: Valor de Beta y corriente toroidal
no conocer el equilibrio entre pasos difusivos intermedios, esta implementacio´n es una
mejora respecto a mantener un u´nico equilibrio durante toda la simulacio´n. En este
sentido, consideramos la implementacio´n anterior como el caso ∆n = 1 y repetimos el
procedimiento para ∆n = 10, 20 y 50.
En la figura 5.11a se aprecia el error relativo en cada iteracio´n para los tres casos
mencionados.


















(a) 1 iteracio´n por paso difusivo.


















(b) 2 iteraciones por paso difusivo.
Figura 5.11: Error relativo en q para ∆n = 10, 20 y 50 pasos difusivos.
Como podemos ver, el error en q se mantiene por debajo del 5 % para ∆n = 50 y es
menor au´n para ∆n = 10 y 20, entrando dentro del rango de incerteza que encontramos
anteriormente. Ma´s au´n, en la regio´n flat top la aproximacio´n es mejor en los u´ltimos
dos casos que en la situacio´n ∆n = 1. Atribuimos esto a un efecto memoria, en el que
la informacio´n correspondiente a los equilibrios mal calculados, (es decir, los corres-
pondientes a los picos del gra´fico 5.8e), se propaga hacia los pasos difusivos siguientes.
Este efecto debe ser estudiado en un futuro para mejorar la implementacio´n, de forma
de evitar la presencia de picos o aumentar la disipacio´n nume´rica de la informacio´n
que transmiten a los dema´s pasos.










































































(b) 2 iteraciones por paso difusivo
Figura 5.12: Perfiles de q para ∆n = 50. En rojo se marca el resultado obtenido y en negro el
q dato.
Las aproximaciones al equilibrio encontradas se pueden mejorar agregando una
iteracio´n extra en cada paso difusivo, a modo de corregir el valor de q. Al hacer esto el
error disminuye considerablemente en todos los casos, llegando a la precisio´n esperable
encontrada en la seccio´n 5.1, tal como se aprecia en la figura 5.11b.
La regio´n del perfil de q que ma´s se modifica tras esta segunda iteracio´n es la
zona de ρ < 0,5, ya que aqu´ı vuelve a presentarse el mismo problema que discutimos
anteriormente respecto al ca´lculo de q en el centro. Encontramos un ejemplo claro de
esto en las figuras 5.12a y 5.12b, en las que se aprecia una gran correccio´n en el valor
de q para el paso difusivo 55.
Tiempo de co´mputo
En la tabla 5.2 podemos ver el tiempo de co´mputo que fue necesario para cada caso.
∆n = 10 ∆n = 20 ∆n = 50
1 iteracio´n por paso 292 s 141 s 85 s
2 iteraciones por paso 434 s 246 s 124 s
Tabla 5.2: Tiempos de co´mputo para los distintos j y ∆n.
Como espera´bamos, estos tiempos son mucho menores que los encontrados para
∆n = 1. Al agregar un paso difusivo extra, el tiempo de co´mputo no se duplica, sino que
aumenta en un factor ∼ 1,5. Este comportamiento se debe a que en la segunda iteracio´n
la correccio´n al equilibrio es menor, y por tanto requiere de una menor cantidad de pasos
de NR en la resolucio´n del equilibrio. De igual manera, en los casos de una iteracio´n
por paso, la reduccio´n en tiempo computacional no es inversamente proporcional a ∆n
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de manera estricta, ya que los casos de ∆n menor requieren de menos iteraciones de
NR por equilibrio.
Beta y corriente
Consideramos por u´ltimo los valores de β e I ITERTOR calculados en cada paso, los cuales
podemos ver en las figuras 5.13a y 5.13a.


































(a) 1 iteracio´n por paso difusivo.


































(b) 2 iteraciones por paso difusivo.
Figura 5.13: Evolucio´n de la corriente toroidal y del factor β.
Podemos apreciar aqu´ı que el me´todo es capaz de seguir la evolucio´n de β a lo largo
de todos los pasos difusivos, incluso para ∆n = 50 y una u´nica iteracio´n por paso. En
cuanto a la corriente, encontramos una correccio´n al agregar una iteracio´n extra a cada
paso difusivo, la cual se debe justamente a la mejor estimacio´n de q.
5.3. Resumen
En conclusio´n, el me´todo desarrollado permite calcular en pocas iteraciones equili-
brios con perfiles de q y p prescriptos, as´ı como estimar satisfactoriamente la condicio´n
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de equilibrio entre pasos de difusio´n magne´tica. Esto u´ltimo lo convierte en un buen
candidato como me´todo de acoplamiento entre la ecuacio´n de transporte y el ca´lculo
del equilibrio. A futuro se debe mejorar su implementacio´n, particularmente mejorando




En esta tesis se estudio´ el equilibrio MHD con frontera fija en configuraciones de
intere´s para fusio´n nuclear controlada. Uno de los principales objetivos es desarrollar
un me´todo que permita resolver el equilibrio partiendo de la informacio´n otorgada por
los co´digos actuales de transporte, de forma tal de poder utilizarlo para acoplar la
ecuacio´n de difusio´n magne´tica a la resolucio´n del equilibrio MHD. Adema´s, utilizando
las mismas te´cnicas se implemento´ un me´todo capaz de resolver el equilibrio de manera
iterativa a partir de perfiles de presio´n y factor de seguridad prescritos. Para poder
resolver el problema con una forma arbitraria de la separatriz del plasma, se opto´ por
el me´todo de elementos finitos. Se implemento´ la formulacio´n de Grad-Shafranov en
el co´digo Freefem++ [11]. Como el problema del equilibrio MHD es en general no
lineal, se implemento´ tambie´n la iteracio´n de Newton-Raphson para tratar el te´rmino
no lineal.
En este sentido, se calcularon exitosamente equilibrios representativos de diversos
escenarios de operacio´n del reactor ITER. Para esto se considero´ una geometr´ıa similar
a la de disen˜o de ITER, aunque sin incluir el divertor. Partiendo de una solucio´n del
problema de autovalores, se calcularon tres equilibrios representativos de los escena-
rios de confinamiento esta´ndar, h´ıbrido y avanzado, prescribiendo perfiles de presio´n
y factor de seguridad representativos de dichos escenarios. Se encontro´ que el me´todo
desarrollado es capaz de estimar el equilibrio con un error relativo en q del orden del
0,5 %, lo que representa una precisio´n muy buena para las aplicaciones de intere´s.
Por u´ltimo, se empleo´ el me´todo desarrollado para calcular el equilibrio a trave´s
de varios pasos difusivos de una simulacio´n de difusio´n magne´tica de una descarga
en el reactor D3D. En una primer instancia se calcularon equilibrios para todos los
pasos difusivos, caso en el que se obtuvo un error relativo en el factor de seguridad
cerano al 1 % para todos los pasos. Se observo´ que en algunas ocasiones se obtiene una
mala estimacio´n del factor de seguridad en la regio´n central, problema que debe ser
solucionado en implementaciones futuras mejorando ca´lculo de q en la zona cercana al
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eje magne´tico. Posteriormente, se calcularon equilibrios cada saltos ∆n en la cantidad
de pasos difusivos, con ∆n = 10, 20 y 50, con el objetivo de disminuir el tiempo de
co´mputo necesario para reproducir la descarga. En estos casos el error relativo es mayor
en la fase ramp up que en el caso ∆n = 1, llegando a valores de entre 3 y 5 %, pero
disminuyendo hasta valores incluso menores que los obtenidos en la primer instancia
durante la fase estacionaria de la descarga (flat top). Atribuimos esto u´ltimo a un efecto
memoria que propaga el error en el ca´lculo de un equilibrio a iteraciones siguientes.
Por u´ltimo, repetimos los casos de ∆n = 10, 20 y 50 pero agregando una iteracio´n
extra al me´todo para disminuir el error. Se observo´ una disminucio´n considerable del
error relativo, llega´ndose a valores cercanos a la precisio´n ma´xima esperable con la
discretizacio´n empleada. Adema´s, debido a que esta segunda iteracio´n se trataba de una
correccio´n menor, requiere de una menor cantidad de pasos en el me´todo de Newton-
Raphson y el coste computacional aumenta so´lo en un 50 %. Los resultados obtenidos
indican que el me´todo desarrollado es capaz de resolver de manera relativamente sencilla
el equilibrio a partir de la informacio´n otorgada por los co´digos actuales de transporte,
lo cual lo convierte en un me´todo adecuado para el acoplamiento de la ecuacio´n de
difusio´n magne´tica con la resolucio´n de la condicio´n de equilibrio de fuerzas MHD.
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